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Fejezetek a fiiggveénytanitas
torténetebol — Beke Mano és
Varga Tamas koncepcioi

A magyar matematikatanitds torténetének kiemelkedo
dllomdsa Varga Tamds komplex matematikatanitdsi kisérlete,
amelynek eredményei mindmdig meghaltdrozoak a magyar
matematikatanitdasban. Fiiggvénykézpontii matematikaoktaldsi
szemléletének, a friggvényekkel kapcsolatos tanitdsi elképzelésének
Jobb gondolatait foglalja dssze a tanulmdny, megidézve ehhez Beke
Mano tevékenységél is a fiiggvénytanilds terén.

Matematikatanitas — fiiggvénytanitas a 19. szazad forduléjan

valtozast ebben az iskolai tantervek reformja hozott a 20. szdzad elején, mely-

ben fontos szerepe volt a Felix Klein altal kezdeményezett Merani Reformnak
(1905) (Schubring, 2014. 248.). A fiiggvények, a fliggvényszerii gondolkodas tanitasanak
kozponti szerepet szant Felix Klein, amikor hangsulyozta, hogy az altalanos fiiggvény-
fogalomnak a felsbb iskolak egész matematikaoktatasat at kell hatnia, és nem csupan
absztrakt definiciokkal kell bevezetni a fogalmat, hanem a hallgatok szamara ,,é10vE” is
kell tenni elemi példak segitségével, ahogy ez, mint irja, mar Eulernél is megtalalhato
(Klein, 1932. 205.).

Felix Klein (1849-1925) matematikusként kiemelkedd sikereket ért el a geometria
teriiletén és tobbek kozott a matematika alkalmazasaival is foglalkozott. A matematika
egyetemi és kozépiskolai tanitasanak megreformalasaban Uttdré szerepet jatszott, 6
volt az els6 vezetdje az 1908-ban alapitott, azoéta is tevékenykedd nemzetkdzi mate-
matikaoktatassal foglalkozo szervezetnek az ICMI-nek (International Commission on
Mathematical Instruction). Felix Klein tevékenysége els6sorban Beke Mano6 révén hatott
a magyar matematikaoktatasra.

Beke Mano (1862-1946) matematika-fizika szakos tanarként végzett, egy ideig gimna-
ziumi tanarként is mikodott. 1900-ban egyetemi tanar, 1914-ben a Magyar Tudomanyos
Akadémia levelez6 tagja lett. Az egyetemen tobbek kozott tanitvanyai voltak Polya
Gyorgy, Szegd Gabor ¢s Kénig Dénes is. Mar palyaja kezdetétdl foglalkozott taniigyi,
matematikatanitasi kérdésekkel. Az 1892-93-as gottingeni tanulméanyutjan nemcsak
matematikai kutatasokat végzett Felix Kleinnél, hanem megismerkedett a matematikata-
nitasi reform-elképzeléseivel is, €s ezek nagy hatassal voltak ra. Kleinnel hazatérése utan
is szoros kapcsolatban maradt (Kantor, 2014).

Beke kezdeményezésére jott 1étre a magyar Matematikai Reformbizottsag, melynek
elnoke lett, a titkar pedig Mikola Sandor, akivel kozdsen irta meg a ,,A kozépiskolai

3

ﬁ 19. szazad végéig a fiiggvények tanitasa alig jelent meg az oktatasban. A gydkeres

fanuimany



Iskolakultira 2018/10-11

matematikatanitas reformja” (1909) cimii tanulmanykotetet. A bizottsag f6 torekvése volt
a kiizdelem a formalis matematikaoktatds ellen és egy munkaltatdé matematikaoktatas
megteremtése. ,,A reformtél Beke Mano azt varta, hogyha ilyen szellemben atalakitjak a
matematikaoktatast, akkor elérhetik a legfébbet: a kozépiskolai tanuldkban felébresztik
a matematika iranti kedvet” (Kantor, 2014. 10.).

Akiegyezés (1867) utani Magyarorszagon a gyors iparosodas igényt teremtett a termé-
szettudomanyok intenzivebb miivelésére is, amelynek hatasa az oktatasban is megmutat-
kozott. Egymas utdn megjelend tantervek jelzik (1869, 1871, 1879, 1899), hogy jelentds
valtozas indult meg. Beke ugy vélte, hogy ezek koziil igazi valtozast csak a legutolso, a
Wiassics-féle tanterv hozott, 1899-ben, kiillondsen az alkalmazéasok tanitasa terén (Beke
és Mikola, 1909. 13.).

Tudomanyos tevékenysége mellett jelentés Beke modszertani, illetve tankdnyvszer-
701 munkassaga is; tudomanyos tevékenységét hattérbe szoritva, 1890 és 1900 kozott
10 tankdnyvet irt, amelyeket a 20. szazad els6 felében még évtizedekig hasznaltak az
iskoldkban. Beke minden szinten irt tankonyveket, az elemi iskolatél az egyetemig. Az
elemi iskolai szdmtantanitds szempontjabol kiemelném a tanitok szdmara irt Vezerkonyv
a népiskolai szamtani oktatashoz (1896) cimii konyvét, amelyben a szamtantanitas torté-
neti ivének megrajzolasaval alapozza meg tananyagfelépitési és modszertani javaslatait.

A 19. szazad vége fel¢ kezdte meg korabbi tanara, a matematikus Koénig Gyula
kozépiskolai tankdnyveinek atdolgozasat a szerzd hozzajarulasaval. Az atdolgozas ered-
ményeit egymas utani kiadasokban kdvethetjilk nyomon. Az tjabb kiadasok 1913-t6l —
Konig kivansagara — mar csak Beke Mano neve alatt jelentek meg.

Az 1892-93-as gottingeni évek utan még intenzivebben kezdett foglalkozni a mate-
matikatanitds kérdéseivel, illetve azok megreformalasaval. Vezetdje lett a szazadfordulo
magyarorszagi matematikatanitasi reformmozgalmanak, melynek fobb célkitiizései meg-
egyeznek Felix Klein 1905-6s programjaval.

A matematikatanitassal kapcsolatos reformelképzelések kozott hangsulyozottan sze-
repel nemcsak a szadmtantanitds gyakorlatibba tétele, a térszemlélet fejlesztése, hanem a
mennyiségek kozotti kapcsolatok vizsgalata, grafikus reprezentacioja, a fiiggvényfoga-
lom szisztematikus fejlesztése, a differencial és integralszamitas elemeinek bevezetése
¢és hasznalata (Beke és Mikola, 1909).

Fiiggvényfogalom és fiiggvénytanitdis

A magyar kozépiskolai tankdnyvekben a ,,fliggvény” elnevezés a 19. szazad kozepén
jelent meg, abban az értelemben, ahogy Euler is hasznalta; a fiiggvényt egyetlen algebrai
kifejezés adja meg, a teljes értelmezési tartomanyon. A kdvetkezd mintegy szaz évben a
kozépiskolas fiiggvényekre vonatkozo tananyagban a fiiggvények megadasahoz gyakor-
latilag képleteket hasznaltak, csak egyes helyeken jelent meg utalas a hozzarendeléssel
torténd megadasra (Katz, 1989).

A Beke altal kezdeményezett és iranyitott matematikatanitasi reformok a fliggvények
bevezetését mar alsobb osztalyokban (1-4) is javasoltak elkezdeni az akkori nyolcosztalyos
kozépiskolaban. A kezdeteket mennyiségi kapcsolatok feltarasa, mennyiségek egymastol
valo fiiggésének vizsgalata jelentette. Ebben fontos szerepet szantak valos adatok felhasz-
naldsanak amelyek kisérletekbdl, tanuldi mérésekbdl szarmaztak (Goldzieher, 1909. 74.).

A magyar reformokat tamogaté matematikatandrok koziil kiemelkedik Ratz Laszld
(1863-1930) tevékenysége — 6 volt tobbek kdzott Neumann Janos és Wigner Jend tanara
is. A hires Fasori Gimnaziumban tanitott, ahol tanuloi tevékenységre épitett matemati-
katanitasi modszert dolgozott ki Mikola Sandor (1871-1945) matematika-fizika szakos
tanarral kozosen, amely gyakorlatilag a reformok egyfajta korai iskolai megvalosulasa-
nak is tekinthetd. 1902-t61 ebben a gimnaziumban mar engedélyeztek e modszer alapjan
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torténd matematikatanitast. Ez az oktatasi elképzelés a matematikatanitas kdzéppontjaba

a fiiggvények tanitasat tette, melynek sordn mérések, gyakorlati kisérletek segitségével a

fiiggvényszert gondolkodas, a fiiggvények abrazolasa mar az alsobb kozépiskolai oszta-

lyokban megkezdddott (Némethné, 2006).

A figgvények tanitasanak gazdag gyakorlati tartalma és hangsulyozott volta nyomon

kovethetd az atalakitott tananyagban,
»-..a harom alsé osztalyban is lehet mar egyszerii grafikus dbrazolasokat végezni.
A 1V. osztalyos anyaghoz hozzavették a fiiggvények valtozasanak és abrazolasanak
targyaldsat. Olyan, a gyakorlati életben is hasznalhat6 grafikonokkal foglalkoztak,
mint az id6 és valamely értékpapir drfolyama; idé és hémérséklet; csapadék és
légnyomas; kor és halalozasi szazalék. Az V. osztalyban elbirt anyaghoz hozzatet-
ték a masodfoku fliggvény valtozasanak leirasat és a masodfoku egyenlétlenségek
megoldasat. A VI. osztalyos tananyagban tobbletként szerepelt a kamatos kamat-
¢és jaradékszamitas, ¢és az eléforduld logaritmikus és trigonometrikus fliggvények
abrazolasa. VII. osztalyban helyet kaptak az elemz6é mértan egyszerti feladatai, a
koordinatageometria elemei és a differencidlszamitds. A VIII. osztalyos anyagba
helyezték az integralszamitas targyalasat a gombre vonatkoz6 szamitasokkal”.
(Mikola és Ratz, 1910 bevezetdje alapjan: Némethné, 2006. 35.).

A mar emlitett Beke altal atdolgozott kozépiskolai algebra tankdnyvekben a fiiggvények
algebrai kifejezések formajaban jelentek meg, melyek értéke az ismeretlen értéktol fligg
(vo. Beke és Konig, 1897, 1908).

A tankonyvekben Az algebra és geometria viszonya fejezetben talalhatod a fliggvények
altalanos targyalasa, majd a fejezet végén keriil emlitésre az els6foku fliggvény, mint spe-
cialis esete az n-d fokt egész fliggvénynek (A+Bx+Cx>+...+Nx"), és Beke az els6foku
figgvényekkel illetve abrazolasukkal kapcsolatban a kdvetkezoket irja: ,,...Eszerint az
y=ax+b elséfoku egész fiiggvény. Konnyl lesz kimutatni, hogy e fiiggvény menetét abra-
zol6 vonal mindig egyenes.” (Beke és Kénig, 1897. 263.; Beke és Kdnig, 1908. 314-315.).
A kovetkezo fejezetben, amely a masodfoka egész fliggvényekrol szdl, a bevezeto rész sze-
rint: ,,A méasodfoku egész fiiggvény 4ltalanos alakja: ax*+bx+c...” (316.). Ahogy az elébbi
részletek is valamennyire illusztraljak, a tankdnyvekben a fliggvények esetében a valtozo
mennyiségek kozotti kapcsolat volt a hangstlyos, még nem volt sz6 példaul ,,egyértelmi-
ség”-rol, és az y=... felirasmodot inkdbb fliggvények abrazolasanal hasznaltak, de azt sem
kovetkezetesen, viszont igen fontos volt a fiiggvények grafikus abrazolasa.

A fliggvényekrol sz616 ismeretek és a fliggvények alkalmazasainak gazdagodasat
kisérhetjiik nyomon a Beke tankdnyv egymas utani atdolgozott kiadasaiban. Megjelenik
példaul a gyakorlati adatokon alapul6 fiiggvények vizsgalata, és fiiggvények alkalmazasa
problémamegoldéasban, ndvekszik a tankonyvi feladatok szama, (1. példaul az elobb emli-
tett fejezetben: Az algebra és geometria viszonya, Beke, 1897, 1908), és — a koordinata-
rendszer bevezetésével — az adatok kozotti dinamikus kapcsolatok vizsgélata is eldtérbe
keriilels6sorban a matematika alkalmazasaiban.

Pé¢ldaként emlitem a tankonyv 1908-as kiadasabol azt a feladatot, amely a linearis
fiiggvény (grafikonjanak) egy gyakorlati alkalmazasat mutatja be. Beke a kdvetkezot irja
a tankdnyvben is szereplé menetrend grafikonhoz (1. abra) feladatul:

»A mellékelt 22-ik abraban feltiintettiik a szombathely-fehringi vonat grafikus
menetrendjének egy szakaszat. A vastag vonal gyorsvonatot, a vékonyabb személy-
vonatot, az egész vékony tehervonatot, a pontozott vegyes vonatot stb. jelent. Az
idot déli 12-t61 éjfélig vettiik és minden koz 10 percet jelent.

Probald elolvasni errdl a képrol, hogy mikor indul Szombathelyrél Fehringbe a
délutani gyors? Mikor érkezik a fehringi gyors? Mikor érkezik Fehringbe az estéli
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gyors? Hol talakozik az 1303-as gyors az 1808-as személlyel? Hol talalkozik ez a
gyorsvonat az 1394-es tehervonattal? Meddig all Kérmenden az 1394-es tehervo-
nat? stb. (Beke & Kénig, 1908. 317.)
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Ez a példa, tobb mas tarsaval egylitt még nem szerepelt az emlitett algebra tankonyv
1897-es kiadasaban.

A magyar matematikatanitasi reformtorekvések kozott kiemelt helyen allt a diffe-
rencial- és integralszamitas kozépiskolai tanitasanak bevezetése. Beke ennek fontos-
sagat azzal indokolta, hogy nem is képzelhetd el a természettudomanyos gondolkodas
fejlesztése enélkiil (Beke és Mikola, 1909). A differencidl- és integralszamitds tanita-
sanak lényeges volta a f6 témaja az 1914-ben Parizsban, a Nemzetkdzi Matematikus
Kongresszuson tartott féeléadasanak is, mely eldadas megtartasara Felix Klein kérte
fel (Schubring, 1989. 190.; 2014. 191.; Zuccheri és Zudini, 2014. 503.). Ratz Laszlo6 és
Mikola Sandor 1910-ben adtak ki elsé tankonyviiket differencidl- és integralszamitas
témaban, melynek alapjat sajat, gyakorlati tapasztalatokra épiild tanitasuk képezte (Ratz
¢és Mikola, 1910). A differencial- és integralszamitds 1914-ben lett a kdzépiskolai tan-
anyag része (Némethné, 2006. 35.).

Beke, Mikola, Ratz és a a tobbick is, aki a reformok kidolgozasa, megvaldsitasa terén
tevékenykednek kiemelik, hogy a matematikatanitas reformja sokkal tobbet jelent, mint
csupan a matematika tananyaganak ndvelését. Hangsulyoztak, hogy az analizis elemei-
nek oktatasanak a megfeleld fiiggvényfogalmon kell, alapulnia. Mar a kezdetektdl fogva
a tanulok gondolkodéasaban be kell, hogy épiiljon a kapcsolatokban, fiiggvényekben vald
gondolkodas.

Fiiggvények tanitasa a masodik vilaghaboru utian — az 1980-as évek végéig

Az eurdpai matematikatanitas alakuldsaban fontos szerepet jatszott az 1950-es évek vége
felé, meginduld modernizacios torekvés, a matematika korabbi évtizedekben végbement
fejlodése alapjan. A ,,Nicolas Bourbaki” nevével jelzett csoport tevékenysége ¢s eredmé-
nyei komoly hatassal voltak a halmazelméleti-axiomatikus matematikatanitasi modszer
megalapozasanak, amely gyakorlatilag az 1950-es évek vége felé kialakult ,,New Math”
tanitasi iranyzat alapjat jelentette.
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A 2. vilaghaboru utani elsé években
(1945-49), a gyors demokratizalodas haladé
eszméi hatassal voltak az oktatasra is. Az 1]
kozépiskolas tankonyvsorozat, amely Péter
Rézsa (1905-1977), Gallai Tibor (1912-
1992) és Suranyi Janos (1918-2006) mun-
kajanak eredményei voltak, 0j tartalmakat
¢és uj modszereket hoztak, melyek F. Klein
reformgondolatain alapultak tobbségiikben.
Ezek a tankonyvek, noha az eurdpai mate-
matikadidaktikai kutatasok el6futarainak
tekinthet6k, nem valtak kiilf6ldon ismertté,
Magyarorszagon pedig a tanarok ellenallasa
miatt nem valtak sikeressé (Dedk, 2002).

Az 1950-es években a kozépiskolas tan-
konyvekben (elséként Péter Rézsa és Gal-
lai Tibor tankényveiben) megjelent a fiigg-
vénykozponti gondolkodas a matematika
mas teriiletein is, példaul a geometriaban.
A fiiggvény fogalma ezekben a tankony-
vekben is, akarcsak Beke Mané konyvei-
ben, ,,mennyiségek egymastol vald fiiggeé-
sét” jelentette.

Mai szemmel mar bizonyara furcsanak
tlinik, de ebben az idében még mindig 1étez-
tek az ugynevezett ,.tobbértékl fliggvények
is (ilyen volt példaul y=++v/x, pl. Borosay,
1950. 82.), szemben a mai meghatarozassal,
mely szerint a fliggvény egyértelml hozza-
rendelés, azaz csak ,,egyért¢k(i” lehet.

A kotelezé nyolcosztalyos altalanos
iskola 1945-ben keriilt bevezetésre — noha
mar korabban is sz6 volt rola. Az altalanos
iskolaban az 1950-es évek végéig szam-
tan-mértant tanitottak, a tanitas elsédlegesen
az elemi szamolasi ismeretek atadasat tiizte
ki célul. Az 1958-as és 1962-es tantervek
bevezetésével valt fontosabba az algebra
tanitasa. A ,,matematika” tanitdsa, amely az
algebran til mar elemi fiiggvények tanitasat
is jelentette, a 8. osztalyban jelent meg — a

A magyar matematikatanitdsi
reformtorekvések kozott kiemelt
helyen dllt a differencidil- és
integrdlszdmitds kozépiskolai
tanitdsanak bevezetése. Beke
ennek fontossdgdt azzal indo-
kolta, hogy nem is képzelheto
el a természettudomdnyos gon-
dolkodds fejlesztése enélkiil
(Beke és Mikola, 1909). A diffe-
rencidl- és integrdlszamitds
tanitdsdanak lényeges volta a
J0 téemdja az 1914-ben Pdrizs-
ban, a Nemzetkozi Matemati-
kus Kongresszuson tartott foe-
l6addsdnak is, mely eloadds
megtartdsdra Felix Klein kérte
fel (Schubring, 1989. 190.,
2014. 191.; Zuccheri és Zudini,
2014. 503.). Rdtz Ldszlo és
Mikola Sandor 1910-ben adldk
ki elso tankonyviiket differen-
cidl- és integrdlszamitds témd-
ban, melynek alapjct sajcit,
gyakorlati tapasztalatokra
épiilo tanitdsuk képezte (Rdtz
és Mikola, 1910). A differencicil-
és integrdlszamitdas 1914-ben
lett a kozépiskolai tananyag
része (Nemethne, 20006. 35.).

tankonyvek cimlapjan is. A 7. osztalyos tananyagban az egyenes és forditott aranyossag
tanitasaval mar ezek grafikus megjelenitése is szerepelt, a nyolcadik osztalyos anyagban
pedig ,.fliggvény” is megjelent, mint mennyiségek kozotti kapcsolat- koznapi életbol
vett példak segitségével (példaul a vonat tja az utazasi id6 ,,fiiggvénye” (vo. példaul
Tankonyvek, 1963, 1967).

A kozépiskolas matematikatantervben eldszor 1965-ben jelent meg a fliggvény defi-
nicioja kovetkezetesen, mint egyértelmii hozzarendelés értékek kozott és ugyanekkor
valt lehetové a fliggvények kozponti szerepének hangstlyozasa a tanitasban is (Katz,
1989. 27.).
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Varga Tamas és a komplex matematikatanitasi kisérlet

A fiiggvénykodzponta gondolkodas volt a Varga Tamas -féle matematika tanitasi koncep-
ci6 6 gondolata. Varga Tamas (1919-1987), aki tobbek kozott Polya Gyogy tanitvanya
is volt, matematika-fizika szakos tanarként végzett. Mar a mult szazad 6tvenes éveiben
foglalkoztatta a matematika tanitasa, megreformalasa, és részt vett az Oktatasi Miniszté-
rium munkatarsaként tankonyvek irasaban, illetve biralataban is.

Az 1962-ben Budapesten tartott UNESCO konferencia el6adasainak hatdsara Magyar-
orszagon szamos kisebb kutatas kezd6dott, amelyek a matematikatanitas modernizaciojat
céloztak az altalanos iskolai, elsésorban az als6 tagozatos oktatdsban. Varga Tamas is
intenzivebb munkaba kezdett ezen a téren. Az altala és munkatarsai altal képviselt alap-
elvek mentén indult 1964-ben a Komplex Matematikatanitasi Kisérlet (Szendrei, 2007;
Klein, 1987), melynek soran fébb munkatarsai voltak: C. Neményi Eszter, Gador Endréné,
Halmos Istvanné, Palfy Sandor és Szendrei Julianna, de a sor korantsem teljes. Lényegében
azonos feladatot vallalt magara, mint a Madison Projekt, csak joval korlatozottabb lehe-
tdségek kozott: nevezetesen, hogy a lehetd legjobb matematikaoktatasi lehetdséget keresi
meg altalanos iskolas gyerekek szamara (Davis, 1964, idézi Klein, S. 1987. 35.).

A kutatas a nemzetkozi szinten is ismertté valt ,,OPI Projekt” néven (Szendrei, 2007).
A legf6bb kapcsolattartasi lehetdséget a kiilfoldi kutatokkal a CIEAEM (Commission
Internationale pour 1’Etude et Amelioration de 1’Enseignement des Mathematiques)
biztositotta. A kapcsolattartas személyes beszélgetések révén valdsulhatott csak meg,
mert abban az idében a politikai koriilmények miatt a magyar oktatasi szakemberek nem
publikalhattak eredményeiket nemzetkozi szinten (Szendrei, 2007, 448.). A kisérletben
sok tanar (tanar-kutatd) is részt vett, akik segitették az iskolai gyakorlatba atiiltetni Varga
Tamas gondolatait. A kisérleti évek alatt tankonyvek nélkiil dolgoztak, csupan a folyama-
tos fejlesztés alatt allo feladatlapokat hasznaltak. Ezeknek gytlijteménye, a Munkalapok
nemzetkozi szinten is ismertté és elismertté valtak, példaul Freudenthal (1973. 244.) is
elismerden szol réluk kdnyvében.

Varga kritikusan szemlélte a New Math tanitasi iranyzat koncepcidit, 6 a tanuldok
kisérletezésen és felfedezéseken alapuld ismeretszerzését helyezte elétérbe a matemati-
kai formalizmussal és szigori matematikai struktirakkal szemben. Matematikatanitasi
koncepciojaban a fiiggvényfogalomnak (egyértelmii hozzarendelés) kozponti szerepe
van; a szamhalmazokon értelmezett fiiggvények egy altalanosabb fliiggvényfogalomnak
csak specialis esetei, ugyanis a hozzarendelések megtalalhatok példaul a geometriai
transzformacioknal is, de gyakorlatilag az iskolai matematika barmely teriiletén értel-
mezhet6k. Példaul kombinatorikai feladatok esetében kiilonbdzé eredmények valtozok
szerinti rendezése tablazatokban szintén (tablazatokkal megadott) fliggvényekhez vezet
(Varga, 1975. 6.).

Varga szerint a hozzarendeléseknek nem elsésorban a médja, hanem a ténye a lénye-
ges, a tanuloknak a fliiggvényszert osszefliggéseket fel kell tudniuk ismerni, és ez meg
kell, hogy jelenjen naluk matematikan kiviili helyzetekben is (Varga, 1983). Erdemes
visszautalni itt Beke Man6 és munkatarsai reformgondolataira, ahol a fiiggvények, mint
valtozé mennyiségek kozotti dsszefiiggések szintén hangsulyos, sét kdzponti szerepet
kaptak — de a fiiggvény mint fogalom nem teljesen azt jelentette, mint a mai értelemben.

A fiiggvénykozpontl tananyagszemlélet és a Beke-féle reformelképzelések kapcsola-
tara utal a kdvetkezd, Varga Tamas komplex matematikatanitassal kapcsolatban készitett
kandidatusi értekezésében olvashatd rész is, melyben Varga mar a késziil és 1978-ban
bevezetett 0j tantervre utal:

»--.jogosan lehet a komplex matematikatanitason alapuld tantervet mégis fligg-
vénykodzpontinak nevezni. Ez bizonyos értelemben a Felix Klein altal egy évsza-
zaddal ezel6tt kitlizott programnak a korabbindl kdvetkezetesebb, a tarsadalom,
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a technika és a matematika mai fejlettségét is figyelembe vevé megvalositasat
jelenti.” (Varga, 1975. 7.)

A komplex matematikatanitdsi koncepcid szerint a mennyiségek kozotti dinamikus
kapcsolatoknak mar az also tagozaton meg kell jelennie — ahogy ezt a Beke Mano altal
vezetett reformok esetében is olvashattuk -, s6t, mar az els6 osztalyban. Majd éveken at
érlelédve, sokféle tapasztalat birtokaban keriil megfogalmazasra a fliggvény definicidja
(mint egyértelmii hozzarendelés halmazok kdzott), el6szor a nyolcadik osztalyban. Varga
ezzel a kapcsolatokban, dsszefiiggésekben valé gondolkodas jelentdségét hangsulyozta
mar kisgyerekkorban is, és ezzel egyiitt a megfigyelt, felfedezett dsszefliggések — egy-
szerii modellek — alkalmazasi lehet6ségeinek, korlatainak megfigyelését is. Egy kedves
példaban sajat unokajaval, Eszterrel kapcsolatos élményét is elmeséli, aki 6téves kora-
ban komoly felfedezést tett. E16szor linearis kapcsolatot fedezett fel a kor és a gyerekek
magassaga kozott, majd mikor megprobalta ezt altalaban kiterjeszteni az emberi ¢élet-
korra és a magassagra, rddobbent a ,,modell” korlataira (Varga, 1983. 74.).

Ezzel az egyszerti példaval és mas hasonld, valds szitudcion alapuld Osszefiiggés
segitségével jol megtapasztalhaté mar korai gyermekkorban az is, hogy a valdsagban
igazan ,linearisan” ritkan fliggnek 6ssze a mennyiségek, illetve el lehet beszélgetni egy
esetlegesen jol kozelitd linearis modell korlatairdl is.

A komplex matematikatanitasi kisérlet alapjan j matematika tanterv keriilt beveze-
tésre fokozatosan 1974-t61 kezdve, elészor az 1-4. osztdlyokban és onkéntes alapon.
(C. Neményi, 2002).

A tanterv alapjan a fiiggvényfogalom kialakitasa tehat mar az elsdé osztalyban meg-
kezdddott, és a kovetkezd években a tanulok szamos gyakorlati, illetve a matematika
kiilonbozo teriileteirdl szarmazo példa és feladat segitségével sok tapasztalatot szereztek
a fiiggvényekkel kapcsolatban. A nyolcadik osztalyra megismerkedtek a halmazelméleti
alapon (rendezett parokkal) torténd €s az egyértelmii hozzarendelés segitségével torténd
figgvénymegadasi lehetdséggel is (1. pl. a ,,Kockas tankoényvek” 5-8).

Az alabbi példaban nemcsak hozzarendelések képi megjelenitéséhez latunk példakat,
de néhany részlet lathato a ,,Kockas tankonyvek”-re jellemz6 parbeszédekben megeleve-
nedd tananyag feldolgozasra is.

Mozgasgralikonok
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2. abra. Példa hozzarendelések megadasi lehetdségeire (Matematika 5, 167-168.)
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A fliggvényszerl kapcsolatok vizsgalatahoz,
akarcsak a tobbi 1j és megujult tartalomhoz
1j eszkdzok és modszerek is tartoztak, ezeket
itt nem elemezziik (vO. pl. az 1.-8. osztalyos
tankonyvekhez késziilt tanari kézikonyveket).

Az alsé tagozatonl1978-ban egységesen
bevezették az (1j matematika tantervet — Varga
Tamas hatarozott tiltakozasa ellenére, aki a
fokozatos bevezetés mellett érvelt, és semmi-
képpen se szerette volna a tanarokra erdltetni
elgondolésait (Szendrei, 2007; Klein, 1987),
ez pedig gyokeres valtozast hozott a matema-
tikatanitas torténetében az 1-8. osztalyos tan-
anyagban. Fontos megemliteni, hogy az 1978-
as tantervhez tartozé tankonyveket (1. tigyne-
vezett ,,Kockds konyvek™) és munkalapokat
olyan matematikatanarok és tanitok készitet-
ték, akik Varga Tamassal egyiittmikodve a
gyakorlatban is kiprobaltak a modszert.

A Varga -féle koncepcio és altalaban a
fliggvénykozpontll szemlélet megjelent az
akkori kozépiskolas (9-12) matematikaok-
tatasban is, de a korabbi évfolyamokhoz
képest kisebb mértékben és csak az 1970-es
évek végén. Tobb kutatas, iskolai kisérlet is
volt ebben a témaban (pl. Mayerné és Pal-
falvi, 1979; Katz, 1989).

Az 1979-es kozépiskolai matematika tan-

s

talosan a kovetkez6t tekintették:

»Legyen az A és B két nem {ires hal-
maz. Ha az A minden egyes eleméhez
hozzéarendeljiik a B egy vagy tobb ele-
mét, akkor az A halmazhoz hozzaren-
deltiik a B halmazt. Az A és B halmazok
kozotti hozzarendelés lehet egyértelmii
és nem egyértelmii. Az egyértelmi
hozzarendelést fiiggvénynek nevezziik.
Az A halmaz a fiiggvény értelmezési

A fliggvények tanitdsdaban és
dltalaban a matematika tanitd-
saban a hetvenes-nyolcvanas
években bekovetkezett vdltozds
mindmdig meghatdrozo szere-
pet jdatszik a hazai oktatdsban,
annak ellenére, hogy egyrészt
az eredeti elgondoldsok egy
része dtalakult a kovetkez6
évek tanterveiben, illetve hogy
az ugynevezett ,hagyomdnyos”
oktatds elemei — mely oktaldsi
koncepcio inkdbb a tananyag
leaddsdra, mint az dtaddsra és
koz0s tudds-kialakitdsra kon-
centrdl, frontdlis oktatds kereté-
ben - tovdbbra is jelen vannak
a magyar iskoldakban. Ennek
eredmeényeképpen jelenleg is
akadnak példdul olyanok, akik-
ben a ,friggvény” sz6 hallatdan
legfeljebb nevezetes fiiggvények
Jjol-rosszul megjegyzett ,képei”
(grafikonjai) jelennek meg,
vagy akik szdmdra a friggve-
nyek temakor ismeretét a tan-
anyagban szereplo elemi fiigg-
vények és transzformdcioik
elsajdtitdsa jelzi.

tartomanya, a hozzarendelt értékek alkotjak az értékkészletet, amely nem sziik-
ségképpen azonos a B halmazzal. A B halmazt képhalmaznak szokas nevezni.
Jelolés: /- A = B, x — f(x), x € A, f(x) €” (Mayerné és Palfalvi, 1979)

Az 1j kozépiskolas tantervhez készilt 1j tankdnyvsorozat és tobb pozitiv valtozas elle-
nére tobb probléma megoldatlan maradt a fiiggvények kozépiskolai tanitdsa terén, pél-
daul gond volt, hogy az 0j anyag gyakorlatilag az altalanos iskolaban korabban tanitott

fiiggvénytani ismeretekre épiilt (Katz, 1989).

Varga Tamas moddszere szerint nem volt kdnny( tanitani, nemcsak 01j ismereteket kel-
lett a tanaroknak elsajatitani, de hagyomanyos modszereiket is at kellett gondolni, ami a
tanartovabbképzések nagy szama ellenére a tanarok egy részének nem is sikertilt, és ez
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sok fesziiltséget okozott. Ez bizonyara szerepet jatszott abban, hogy az 1978-as tantervet
az 1980-as évek masodik felében atdolgoztak.

A fiiggvények tanitdsaban és altaldban a matematika tanitdsdban a hetvenes-nyolc-
vanas években bekovetkezett valtozds mindmdig meghatarozo szerepet jatszik a hazai
oktatasban, annak ellenére, hogy egyrészt az eredeti elgondolasok egy része atalakult a
kovetkezd évek tanterveiben, illetve hogy az tigynevezett ,,hagyomanyos” oktatas ele-
mei — mely oktatasi koncepcio inkabb a tananyag leadasara, mint az atadasra és kdzos
tudés-kialakitasra koncentral, frontalis oktatas keretében — tovabbra is jelen vannak a
magyar iskolakban. Ennek eredményeképpen jelenleg is akadnak példaul olyanok, akik-
ben a ,,fliggvény” szo6 hallatan legfeljebb nevezetes fiiggvények jol-rosszul megjegyzett
»képei” (grafikonjai) jelennek meg, vagy akik szamara a fliggvények témakor ismeretét
a tananyagban szerepld elemi fliggvények és transzformacioik elsajatitasa jelzi.

Osszefoglalas, kitekintés

A huszadik szazad fordulojan Eurdpa tobb orszagaban megjelent az igény a matema-
tikaoktatas, elsdsorban a kozépiskolai matematika oktatds megreformalasara és ezen
beliil a fliggvények tanitasanak atalakitasara is (vo. Beke és Mikola, 1909, bevezetd).
A matematikatanitasi reformok igénye a masodik vilaghaboru utani Magyarorszagon
ujult erével jelentkezett. Az 6tvenes évek uj szemléletli probalkozasai fontos alapjat
jelentették a késdbbiekben a Varga Tamas nevével jelzett és szdmos matematikus, tanar
¢és tanitd szakérté és lelkes munkaja nyoman megvalosult Uj tantervnek az 1970-es
évek végén. Ebben a tantervben a fliggvények, a fliggvényszerli gondolkodas kdzponti
szerepet kapott. A vazolt tények alapjan kiilon is érdekes a fliggvénytanitas torténetével
foglalkozni és nyomon kovetni egyrészt a fogalom alakuldsat, masrészt a fiiggvények
tanitdsaban bekovetkezett valtozasokat.

Jelen tanulmany f6 célja ebben a folyamatban néhany 6sszefiiggés megmutatasa a mult
szazad eleji reformgondolatok és a jelenkori matematikatanitasra dontd befolyassal bird
Varga Tamas-féle koncepcio kozott. Az utobbi bé 100 év fiiggvénytanitasanak részletes
attekintése, a vonatkoz6 dokumentumok elemzése még tovabbi didaktikai kutatas feladata.

A tanulmanyhoz sziikséges kutatdsok részben a Magyar Tudomanyos Akadémia 4 Komp-
lex Matematikatanitas a XXI. szazadban — A matematikai gondolkodds fejlesztése a
legujabb kutatdsi eredmények alapjan ciml Kibévitett Szakmodszertani Palyazatanak
segitségével valosultak meg.
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