Problémamegoldas
a matematikaban

MOHAY PETER

A kdvetkezokben dsszefoglalom a matematikal problémamegolddsnak azokat a
mozzanatan, amelyek a tanitasban szerzett tapasztalataim alapjan a leginkabb
hatékonynak bizonyultak a tanulok gondolkodasanak, problémamegolookészse-
gének fejlesztésében. Azt fogom hangsulyozni, hogy érdemes tudatositan tanu-
/oinkban ezeket a lépéseket, amelyek majd seqgitségul szolgalhatnak szamukra
esetleg megoldhatatiannak tind feladatok eseteben Is.

A gondolkodas iranyitasa
A didkok nagy része szeret gondolkodni, szereti a szellemi gyakorlatokat. A matema-

tika az egyik olyan targy, amelyben a gondolkodasnak kituntetett szerepe van; ugyanak-
kor nagyon sok diak nem szereti, Ugy érzi, nem tudja a matematikat.

matematika

diak < gondolkodas

Hogyan oldhaté fel ez az ellentmondas? Ha az éran a tanuld csak definiciokat és te-
teleket hall és ezeket nem tanulja meg, akkor mondhatja, hogy nem tudja. Nem ezekrdl,
hanem azokrol szeretnék szdlni, akik ugy érzik, hogy szamukra mindig minden matema-
tika feladat nehéz, soha nincs otletik, ami egy-egy megoldashoz szikséges lenne.

Néhanyat kulon kiemelek az |.-X. szamozottak kozul.

|. 7jprkus nehézség.:gyakran, {6képpen a gyengébb didakok nem tudjak vilagosan szét-
valasztani az adatokat az ismeretlenektdl, a feltételeket a kovetkezményektél. Sokszor
az is hozzajarul ehhez, hogy a feladat megfogalmazasabdl szamukra elég nehezen ol-
vashato ki némelyik feltétel. Ezeknek pontos elkulonitése tulajdonképpen a feladat 77eg-
értésétijelenti. Meg kell tanttani a diakokat arra, hogy ne kezajenek addig a megoldason
gondolkodni, amig meg nem értették a feladatot.

IV. Ha nem tudnak elindulni egy feladat megoldasaban, mutassunk ra sok példat, hogy
hogyan lehet rajta konnyiteni! Ehhez elészor meg kell fogalmazniuk, hogy mit6l nehéz a
probléma. (PI. tdl sok feltételt kell kielégiteni egyszerre). Ezt eleinte nehéz megtenniuk,
de 14-15 éves tanulok fél év, egy év alatt belejonnek. Oromet szerez a diakoknak, amikor
naprol napra tapasztaljak, hogy a feladatok jelentés részén konnyiteni tudnak (pl. egy
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feltetel kikiszobolésével), majd az itt alkalmazott megoldasi modot az eredeti példaban
alkalmazhatjak.

V. Mas esetben az segithet az elindulasban, ha egy ismert feladatra vezetjik vissza
problémankat. El kell érnunk, hogy a tanuléknak eszilkbe jusson hasonlé feladat utan
kutatni. Nehéz pontosan megmondani, hogy mit jelent a Aason/o feladat, ilyen lehet az
is, amely esetleg csak a feltételekben, vagy csak a kovetkezményekben mutat rokonsa-
got. Erre ritkan gondolnak.

VI. Mit csinal a tanar, amikor diakja elakad? Nem a megoldast kozli vele, hanem pl.
segité kérdéseket tesz fel. Tanitsuk meg a diakokat, hogy ezeket a segité kérdéseket
onmaguk szamara meg tudjak fogalmazni! Igen sok gyakorlatot kivan, amig ehhez 6nal-
l6an hozzaszoknak. A jol feltett kérdés félig mar a valaszt is tartalmazza.

X. A geometriai feladatok megoldasaban nagyon sokat segitenek a j6 abrak. Kénny
raszoktatni a diakokat, hogy geometriai feladatokat ne prébaljanak fejpen megoldani, ha-
nem az abraba mindent (a feltételek és a kovetkezmények kozott szereplé elemeket is)
berajzolva keressenek 6sszefuggéseket. Nehezebb elérmi azt, hogy sejtéseik megerd-
sitésére, vagy elvetésére Ujabb és Ujabb abrakat készitsenek.

Mikor tanitsuk?

Hogyan mehet végbe mindez a tanitas soran? Lényegesnek tartom, hogy az alabb
(1.-X.) leirtakat, vagy azok egy részét tobbszor elmondjuk a tanuléknak. Természetesen
nagy mertékben figg az osztaly képességeitdl, érdeklédésétsl, tudasatol, hogy mennyire
képesek ezeket a gondolkodast tudatosan iranyfté |épéseket elsajatitani. Ez akkor igazan
hatékony, ha az iranyelveken keresztiil rendszeresen el6keriilnek matematika érakon.
Hany éves életkorban tanitsuk ezeket és mennyi id6 alatt? 11-18 éves korosztalyt tanitva
azt figyeltem meg, hogy 13 éves kor el6tt még korai, mert ez az id6szak bizonyos mate-
matikai alapkészségek eisajattasanak az ideje és mindez tal elvont szamukra. A 14-15
éves kor a legalkalmasabb, ekkor mar ezeket j6l megértik és alkalmazni is tudjak. Leggyak-
rabban a kévetkezd utemezésben dolgoztam: néhany hénapon keresztiil a felmeriilt
problémak megoldasa utan, ahol lehet, tudatositjuk, hogy mi vezetett eredményre (pl.
az, hogy el6szor a bizonyitando allitast at tudtuk irni mas formaba). Ha egy ilyen sokszor
eléfordult, akkor megfogalmazzuk &ltalanosan: (Id. V1./3.). Igy kb. egy év alatt az it leirtak
(I.-X.)tobbsége elékeril, atanulok a késébbiek soran onalléan is képesek hasznalni 6ket,
altalaban eleg hamar megszeretik, mert a gyengébb képességlek is (igy érzik, hogy nem
a véletlenen mulik, hogy esziikbe jut-e egy Gtlet vagy sem, a j6 képességliek pedig ne-
hezebb problémak megoldasaban is elindulhatnak.

Egy kérdés még hatra van, erre azonban nem lehet altalanos valaszt adni. Hogyan
dontheté el adott feladatnal, hogy melyik ,pontot” vegyik segitségiil? Sok feladatnal an-
nak természete sugallja, hogy specialis esetet vegyiink (l1.) vagy inkabb egy ismert tétel
alkalmazhatosagat vizsgaljuk (VI./2), esetleg a példaban szerepl6 fogalmak definiciéja-
hoz nyuljunk vissza (IX.). Leginkabb azonban sok feladat megoldasa soran tanul bele a
diak abba, hogy mikor melyiket valassza.

Megjegyzések

Az 1-15. feladatokat azzal a céllal mellékelem, hogy illusztraljam, hogyan hasznalha-
tok egyszeri iskolai feladatokban az alabb 6sszefoglaltak. Ugyanakkor néhany érdeke-
sebb probléma is szerepel (3., 9.,) annak bemutatasara, hogy gondolkodasunkat szo-
katlan feladatok megoldésakor is ugyanazon elvek szerint érdemes iranyitani. Az alab-
biak feldolgozasat javaslom pl. matematika tanarszakos hallgaték kurzusan. (Erre 1991.
decemberében lehetéségem volt a Leuvern/ Katolikus Egyetemen Dirk Janssenprofesz-
szor csoportjaiban. A hallgaték szamara igen nagy Gjdonsag volt. Erdekes 6sszeha-
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sonlitani az ottani és a budapesti didkokkal szerzett tapasztalataimat). Ehhez segitsegul
szolgalhat a cikk végén talalhaté két tablazat. Ha egy adott sorszamu feladatban alkal-
mazhaté gondolatot akarunk megkeresni, hasznaljuk az els6 oszlopot, ha pedig azt ke-
ressiik, hogy egy gondolat mely feladatok megoldasaban segit, akkor a masodik oszlop
nyujt segitséget.

A tovabbiakban nem az a célunk, hogy minden matematika feladat megoldasara re-
ceptet adjunk. Tudataban vagyunk, hogy a kozépiskolas korosztaly szintjén (is) szamos
olyan probléma létezik, amelyhez a kovetkezék egyike sem ad segitséget. Ezt a diakok-
ban is tudatositani kell. Polya Gyorgy, a nagy magyar matematikus miveibél azokat a
gondolatokat emelem ki, amelyek a tanitasban a leghatékonyabbnak bizonyultak. T6le
szarmazik a matematikai problémak itt is vazolt két {6 csoportba sorolasa: meghatarozé
(szamitasos) és bizonyitd jellegli feladatok. A megfogalmazhaté kérdések azonosak
mindkét esetben (Id. I.,IV.,VI.,VIl.): az adatok helyett fe/téte/eket, az ismeretlen helyett
kovetkezménytkell csak irni.

Végil koszonetet mondok FPosa Lajoskollégamnak, akia 3., 4., 8., 9., 10. feladatokkal
segitette munkamat.

|. Elindulds

Mit tudunk? (mi adott?) Mik a feltételek? Mit keresunk? Mi a kovetkezmeény?

. Vizsgajunk specidlis eseteket

Elészor konkrét szampéldakon ellenérizzik, vagy bizonyitsuk az allitas helyességét.
Vegylnk specialis eseteket szisztematikusan vagy véletlenszerien.

\II. Aktaldnositsunk

Mely adatokat érdemes paraméterekkel helyettesiteni?

Milyen ismert 0sszefliggéseket ismeriink ezen paraméterek kozott?

A specialis esetek vizsgalata utan: hogyan lehet ugyanezt altalanosan megcsinalni?
IV. Konnyitsink a probléman

Hagyjunk figyelmen kivil bizonyos adatokat, bizonyos feltételeket.

Oldjuk meg elészor a feladatokat igy, és csak utana figyelembe véve az elhagyott ada-
tokat, az elhagyott feltételeket.

Helyettesitsik a feladatban szereplé szamokat kisebbekkel.

V. Keressink hasonlo, mar megoldott problémat

Prébaljuk meg alkalmazni azokat az 6tleteket, médszereket, amelyek ott sikerrel jartak.
Tegyuk fel a kérdést: hogyan szoktunk hasonl6 jellegi problémat megoldani?

miben hasonlok?

az adatokban?

a feltételekben?

az ismeretlenben?

a kovetkezmenyben?

VI. Tegyik fel a kovetkezo kérdéseket:

1. a/ Mit voina elég kiszamolni, meghatarozni? Mit volna elég bebizonyitani?
Szerkesztési feladatokban: Mit volna elég megszerkeszteni?

b/ Milyen adatok ismeretében tudnank az ismeretlent konnyebben kiszamolni?
Milyen feltételekbdl tudnank a bizonyitando allitasra konnyebben kovetkeztetni?

Ha az alltas A A2 A3 => B alaku, keressiink olyan C4, C», Cz-at, hogy C1 C2 C3 => B
2. Ismerink-e olyan tételt, amelyben ugyanaz a kiindulas, vagy a kiszamitandé meny-
nyiség, mint az adott problémaban? _

Ismerlnk-e olyan tételt, amelyben a feltételek, vagy a kovetkezmény ugyanaz, mint
az adott feladatban?

3. At tudjuk-e irni a keresett mennyiséget mas formaban? Hogyan?

At tudjuk-e irni a kovetkezményt mas formaban? Hogyan?

4. Mit kezdhetnénk az egyes adatokkal kilon-kulén?

Mit kezdhetnénk az egyes feltételekkel kiilon-kiilon?

5. Miel6tt a tervinket végrehajtanank:

|Kihaszn:-jlunk-e minden ismert dolgot? Vagy ez nem szikséges? Van koztuk feles-
eges?
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Kihasznalunk-e minden feltételt? Vagy nem szikséges? Van kozottik felesleges?

6. Olvassuk el a szoveget ujra figyelmesen és térjink vissza az |. pontban feltett kér-
désekre.

VII. Vegyik a problémat megoldotinak

Célszerl id6nként az eredmény, illetve a kovetkezmény fell megkozeliteni a problé-
mat.

Geometriai feladatokban: rajzoljuk be az abraba a keresett alakzatokat is (pontot, sza-
kaszt, egyenest stb.)

VIIl. Fogaimazzunk meg az eredményre vonatkozo sejtéseket

Probaljuk meg kitalalni az eredményt, ha lehet.

Fogalmazzuk meg a megoldasra vonatkozo feltételezésienket véletlenszeriien vagy
szisztematikusan, utana ellenérizzuk 6ket.

IX. Vegyuk el6 a fogalmak definiciojat,

amelyek a feladatban szerepelnek.

Ezek a definiciok néha olyan gondolatokat tartalmaznak, amelyek segitenek az elin-
dulasban.

X. A jo abra fontossaga

A |6 abra nem csak geometriai feladatokban hasznos. Ha megakadunk a gondolko-
dasban (kGlonésen geometriai problémakban), akkor: Rajzoljunk Uj abrat, mas helyzet-
ben, mas aranyokkal esetleg egy kicsit eltorzitva, hogy sejtéseinket megerésithessiik,
vagy elvethessuk.

Rajzoljunk Uj abrat, mert ha egyre mar tul sok mindent rajzoltunk, nehéz rajta felfedezni
barmit is.

Rajzoljunk elég nagy abrakat, mert ezeken konnyebb észrevenni 6sszefliggéseket.

Egyszeru feladatok

1. Igaz-e, hogy minden tarsasagban talalhato két személy, akiknek ugyanannyi isme-
rése van a jelenlevék kozott? (Az ismerettségeket kolcsonosnek feltételezzik.)

2. Hatarozzuk meg azokat az ntermészetes szamokat, amelyekre igaz, hogy egy ha-
romszog felbonthaté ndarab, az eredetihez hasonldé haromszégre.

3. Egy lapon a kovetkezd 101 alltas olvashato:

Egyszer egy az egy.

Ezen a lapon legfeljebb egy igaz allttas van.

Ezen a lapon legfeljebb ket igaz alltas van.

Ezen a lapon legfeljebb 99 igaz allitas van.

Ezen a lapon legfeljebb 100 igaz allitas van.

Hany igaz allitas talalhato ezen a lapon?

4. Négyzethalds lapon rajzoljunk egy olyan négyzetet, amelynek aterulete 80. (Vegyuk
a négyzet oldalat egységnek.)

5. Egy repulégépnek az abra szerinti Avarosbol a Abe kell mennie ugy, hogy kézben
az e (egyenes) autépalya felett egy adott tavolsagot repil. Melyik a legrovidebb utja?

B

A

/}/
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6. Hatarozzuk meg x és y értékét ugy, hogy

a) 76x3123y oszthaté legyen 45-tel

b) X679y 72-vel

c) 5x27x6 12-vel.

(A szamok f6l6tti vonal a helyiértékes irasmodra utal)

7. Szerkesszink szabalyos haromszoget, amelynek egyik csicsa egy adott egyene-
sen, masik egy adott koron, harmadik egy adott pontban van.

8. Melyik nagyobb a két tort k6zul?

10199 -4 Gy 1019119
101 Uit 10192 4 {

9. Az illetékes szervek bejelentése alapjan 1996. januar elsején hajnalban az Ujév tisz-
teletére a Belvarosban ki fognak tenni egy oriasi tablat, amelyre felirjak a természetes
szamokat 1-t61 1996-ig. Barki odamehet a tablahoz, letorolhet két szamot, de ezutan {6l
kell irnia a letorolt szamok kilonbségét. Ha a végén mar majd csak egy szam marad,
lehet-e az, hogy ez a 117

10. Van-e olyan ntermészetes szam, amelyre njegyeinek osszege 16 és 2,7 jegyeinek
osszege 177

11. EQy hegyesszngl haromszog egyik oldalan tiizzlink ki egy pontot. Szerkesszink
a haromszogbe a lehetd legkisebb keruletd haromszoget (minden csicsa mas-mas ol-
dalon van) ugy, hogy az egyik csucsa a Kitdzott pont iegyen.

12. Pista és Jancsi egytt indultak el az iskolabd! a kdzeli turistahazhoz. Azonos Utvo-
nalon mentek és egyszerre érkeztek meg. Pista kétszer annyi ideig gyalogolt, mint Jancsi
pihent, Jancsi pedig haromszor annyi ideig ment, mint amennyit Pista pihent. Melyikiik
haladt gyorsabban, amikor mentek?

13. Adott a sikon két kor és egy szakasz. Toljuk el a szakaszt gy, hogy egyik végpontja
az egyik, masik végpontja a masik koron legyen.

14. Az abran az egyforman jelolt
szogek egyenlék. Bizonytsuk be,
hogy a haromszogbe berajzolt sza-
kaszok a magassagvonalak egyene-
sein vannak.

15. Bizonyitsuk be, hogy a Fibonacci-sorozat (1, 1,2, 3,5, 8, 13,...) barmely két egymas
utani eleme egymashoz relativ prim.

Az alabbi tablazat azt mutatja, hogy a fentiek kézil mit, melyik feladatban érdemes
alkalmazni.

1. 1L VI X. |. mindenhol

2. 11 1. VI X. 1£:15 ZAT 05

3. IV. VIII. . 2. 8.12. 15.

4, VI./3 VII. X. IV.3.5.7.09.

5. IV. VII. X. V. tobb feladatban

6. VI./1,2 VI./1 6.8.9.10. 11. 13.
7. IV. VII. X. VI./2 6. 10.

8. IIl. VI./1 VI./3 4. 11.
9.IV.Vi./1,4 VI./4 9.10.12.

10. 1. VI.1,2,4 VI./5 tobb feladatban
11. VI./1,3 X. VI./6 tobb feladatban
12. 11l. VI./4 VIl.1.4.5.7.13.

13. VI./1 VII. X. VIll. 2. 3.

14. VI./1 VII. IX. X. IX. 14. 15.

15. 1. 1. IX. X 1. 2:455.7.11. .13 14.
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