Takacs Timea

Gyokok és egyiitthatok kozotti
Osszefiiggés tanitasa

A gYOROR és egyiitthatok kozétti Gsszefiiggeés bizonyitdsdahoz célszerti
elso lepeskent a tanulokkal megsejtetni, hogy létezik valamilyen
osszeftiggés. Mindenképpen kell valamilyen kiindulopontot adni,
hiszen csekély a valosziniisége, hogy a gyerekeknek maguktol esziikbe
jutna az, hogy az X; + X, és az X X, kifejezéseket kell vizsgdlni.

Altaldnossagban a gyokok és egyiitthatok kozotti osszefliggések a kovetkezd alakban
adhatok meg:
Feltéve, hogy X,, X5, X3, ... , X, X,, 8Z

XM+ a, xn+a x02 4 +axttax +ag=0

egyenlet gyokei, akkor az
X H Xyt t Xy = -y,
X)Xz RART XX, 5. X7X3 +.ot Xp-1Xn = 42
X1XoX3 + XXXy o+ XpoXp Xy T - ap3

X1X,...X, = (-1)"a,

kifejezések a Victe-0sszefliggések. A k-adik sor bal oldalan allo kifejezés a gyokok k-
adik elemi szimmetrikus kifejezése.

Kozépiskolas fokon csak n = 2 esetén szerepelnek ezek az dsszefiiggések a tananyag-
ban. Ahhoz, hogy ezt a tételt tanitani lehessen, sziikség van bizonyos eldzetes ismeretek-
re. Nélkiilozhetetlen, hogy a tanuldk tisztaban legyenek a megoldoképlet jelentésével,
hasznalatanak lehetoségeivel. Ennek elérése a korabbi tanitasi orak feladata. Mivel a
gyokok és egyiitthatok kozotti osszefliggések megismerésére szant tanitasi orat megel6zo
alkalmakkor is volt sz6 ezekrél, elegendd az ora elején ezen ismeretek osztaly-szintii
osszefoglalasa. Esetleg az el6z0 oran adhatunk ilyen ismereteket célzé hazi feladatot a
tanuldknak, igy a hazi feladat ellendrzése egyben el6készitésre is alkalmas lesz.

A bizonyitasi tevékenység feltétele, hogy a tanulok rendelkezzenek kovetkeztetési ké-
pességgel, absztrakt fogalmakkal képesek legyenek dolgozni.

A tétel és a bizonyitasi otlet megsejtését konkrét szampéldakkal célszerti kezdeni. igy
lehetéségiik lesz a tanuloknak a tapasztalatszerzésre. Majd a konkrét szampéldék felcse-
rélhetdk olyan feladatokra, melyekben véltozok szerepelnek. igy gyakorolhatjék az 4l-
talanositas modszerét. Vagyis azt, hogy a konkrét eseteken szerzett tapasztalataikat meg-
fogalmazzak, és ezt a matematikai szimbdlumok segitségével le is irjak.

A tétel megsejtetésére elsoként az X2 + bX + ¢ = 0 alaki egyenletekre konkrét b €s ¢
értékekkel célszerii szampéldakat megoldatni. A tanuldk feladata, hogy vizsgaljak az
X, + X, és X|X, értékeket. Ha itt megtalaltdk az osszefliggést, akkor megbeszélhetd €s
felir-hat6 a feladat és a sejtés az X2 + bX + ¢ = 0 4altalanos alakban is. Kovetkezd 1épés
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az aX?+ bX + ¢ = 0 alaki egyenletekre vehet6 konkrét a, b és ¢ értékekkel szampélda.
A tanulok feladata megint az, hogy vizsgéljak az X | + X, és XX, értékeket. Ha itt megta-
laltak az Gsszefiiggést, akkor mar eredményesen megbeszélhetd és felirhato a feladat és
a ,sejtés” az aX? + bX + ¢ = 0 altalanos alakban is.

Mindezt azutan igazolni is kell (az igazolas a tanulok aktiv kézremitkodésével igazan
értékes). Természetesen rogziteni kell a bizonyitast is. Fontos, hogy felkeriiljon a tablara
is a matematika nyelvén megfogalmazott, szimbolumok segitségével felirt allitas és az
allitas igazolasa. Ezen feladat kozben nincs sziikség (], a tanulok szamara eddig ismeret-
len szimbolumok bevezetésére, az eddig tanult ilyen iranyu ismereteiket kell alkal-
mazniuk.

Az allitas igazolasat ugy célszerii elvégezni, hogy a tanulokat kérdezziik arrol, szerin-
tilk miként lehetne belatni az allitas helyességét. A megoldoképlet ismeretében nagy va-
16szinliséggel lesz olyan tanuld, aki az egyszerii behelyettesitést javasolja majd. (Mar-
mint hogy a megolddképlettel megadott gyokok dsszegét és szorzatat kiszamitva az al-
litashoz jutunk.) Ez a bizonyitas teljesen korrekt és talan kdnnyebben atlathaté a tanulok
szamara, mint az, amely a tankonyvekben taldlhat6. Ha a lehetdségek engedik, hasznos,
ha mindkét bizonyitast megismerik a tanulok. Mindkét bizonyitds soran a direkt mod-
szert alkalmazzuk.

Els6 bizonyitas

Vegyiik a megoldoképlet alapjan a masodfoku egyenletiink két gyokét! Vizsgaljuk
ezek Osszegét és szorzatat! Elvégezve a sziikséges atalakitasokat az allitdshoz jutunk.

Formalizalva;

a megoldoképletbol:

_ —b+b* -4dac

2a

_ —b-~/b* —dac

2a

X

XZ
ezt alkalmazva:

—b+b* - 4ac +-b—\/b2—4ac _=2b_-b

X\ +X,=

2a 2a 2a a
XX __-—b+\/b2—4ac_—-b—\/bz—4ac _bz—@2—4ac)__4a_c_ c
ke 2a 2a -t 4q* 4a°> a

A fenti bizonyitas a forditott iranyi okoskodéas, mas szoval az analizis médszerét
alkalmazza. E bizonyitasi stratégia alapveté kérdése: Mib6l kovetkezik az &llitas?
Jelen esetben nagy valdsziniiséggel elegendd a tanarnak a bizonyitando allitast hang-
sulyozni, rogziteni a tanulokban. Esetleg példaul olyan kérdéssel segiteni, hogy ,,Mi-
ként kaphatjuk meg, hogyan irhatjuk fel altalanossagban az X, + X; és XX, kife-
jezéseket?” Ez a visszafelé okoskodas talan nehezebb, de jelen esetben az el6z¢ ora-
kon tanult megoldoképletbdl megkapott gyokok (ha elsajatitaisuk kell6 mértékben
megtortént) a tanuldk szamara kinaljak magukat a bizonyitidshoz. Természetesen a
bizonyitas a megoldoképlet ismeretét feltételezi.
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Misodik bizonyitas

Az altalanos alaku masodfoku egyenletet alakitsuk gyoktényezds formaba! Ezutan
algebrai atalakitasokat végezve két egyenld polinomot kell dsszevetni. A két kifejezés
akkor és csak akkor egyenld, ha az egyiitthatoik rendre megegyeznek. Ebbol mar adodik
majd az allitas.

Formalizalva:
aX2+bX+c=0 a(Xy - X)X, - X)) = 0

u(/\’z +I~7X e

a a

] 7 a(X? - X\ X - XX+ X X5) =0
al X7 - (X} + X500+ XX =0
A két polinom egyenlé — Egyiitthatoik megegyeznek —

X +x,=22 XX, =5
a a

Ez a bizonyitasi mod a céliranyos okoskodas, a szintézis modszerét alkalmazza. Ezen
bizonyitasi stratégia kiinduld kérdése: .Mibdl induljunk ki?”, .Mi kovetkezik a fel-
tételbol?”

Nyilvan itt teljesil az, amit err6l a modszerrol tudunk, vagyis hogy a tanuldk szamara
nehéz, nem igazan latjak. honnan vessziik a kiindulo 1épésiinket. Ezért ennél a bizonyi-
tasndl nagyobb szerepet kap az, hogy a tanar segitse az elindulast a kezdo Iépéssel. A
kezdd lépés utan, azaz, hogy irjuk fel gyoktényezos alakba a masodfoku egyenletiinket,
algebrai atalakitasokkal mar adodik az allitas.

Ez a bizonyitas mas jellegii ismereteket is feltételez a tanuloktol, példaul annak isme-
retét, hogy két polinom mikor egyenld.

Ez a bizonyitas alkalmas az altalanositasra harmad-. negyed-, stb. foki egyenletekre
vonatkozoan is.

Miutan elvégeztilk és matematikai szimbolumok segitségével rogzitettiik a tételt és
annak bizonyitasat, fontos az alkalmazas és alkalmazhatosag bemutatasa. Ekkor nyer ér-
telmet az allitas, igy fogjak megérteni, miért is van sziikség ennek az dsszefiiggésnek az
ismeretére.

Példaul:

. A Victe-formula a masodfoku egyenlet gyokeinek gyors ellenérzésére ad modot. Ezt
bemutathatjuk a tanuloknak, ha egy adott egyenlet ellenorzését elvégezziik helyettesités-
sel, majd a formuldk segitségével. Be fogjak latni, hogy melyik a gyorsabb eljaras. Foleg,
ha valamilyen gyokos kifejezést ado értékekkel kell szamolniuk.

A Victe-formula kapcsan tobbszor el6keriilhet a négyzetosszeg fogalma. Jol begyako-
roltathato a tanulokkal a megoldasi otlet, amelyet késobb esetleg tobbszor is alkalmaz-
niuk kell. igy példat kapunk az azonossagok mas jellegii felhasznalasara is. A négyzet-
osszeg segitségével mutathaté meg igazan jol, miért van sziikség arra, hogy csak a nem
negativ diszkriminanst egyenleteket vizsgaljuk.

Példa: Keressiik a 2\2 + 2X'+ 5 = 0 egyenlet gyokeinek négyzetdsszegét!

e 4 L.
,\',hxg:(x,f.x'z)z—zx,,\g:(—) -2:>=1-5=-4
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1dé
3 perc

2 perc

3 perc

3 perc

2 perc

2 perc

3 perc

2 perc

2 perc

3 perc

5 perc

3 perc

5 perc
3 perc

2 perc

2 perc

Az Ora tartalmi része

Hazi feladat ellenorzése
(megoldoképlet hasznalata,
eredmények megbeszélése,
gyoktényezos alak)

Elokészito feladat:
a)X2-4X+2=0

b) X2-8X +15=0
€)X2+2X+2=0

Vizsgaljuk a gyokok dsszegétii
és szorzatat! Mit tapasztalunk?

" Feladatmegoldas

A megoldas, kovetkeztetés meg-
beszélése. A c) feladatnal felme-
rilld probléma megbeszélése
(nem léteznek gyokok, mivel a
diszkriminans negativ)

Feladat: X2 +bX +¢ =0

alaku egyenlet esetén az ered-
mény altalanos megfogalmazasa

* Elokészité feladat:

a)-X2+8X+15=0
b)2X2 + 8X + 15=0
Vizsgaljuk a gyokok osszegét és
szorzatat!Mit tapasztalunk?

Feladatmegoldas

A megoldas, kovetkeztetés meg-
beszélése

Feladat: aX2 + bX + ¢ =0
alaki egyenlet esetén az eredmény
altalanos megfogalmazasa.

A Viete-formulakra vonatkozo dssze-

fiiggés felirasa. Kiilon felhivni a fi-

gyelmet arra az esetre, amikor a disz-

kriminans negativ.
Az dllitas igazolasa,

~kajanak segitése.

Tanar tevékenysége Diak tevékenysége Média
Volt-e gond Osztalymunka

a feladatokkal

A feladat ismertetése. Osztalymunka Tablakép:

a)X2-4X+2=0
b) X2-8X +15=0
) X2+2X+2=0
X;+Xp=?

XXy =7

Az adatok felirasa a
tablara. Elindulast se-
gito kérdések. A fela-
dat megfogalmaztatasa
matematikai jelekkel

Az egyes didkok mun-

kajanak segitése.
ni feladatmegoldas
Az eredmény felirasa a
tablara. A tapasztalatok
megbeszélése

Egyé-

Osztalymunka

Tablakép:
X2+bX+c=0
X| + XZ =-b

X Xp=c

Az eredmény, a megfo- Osztalymunka
galmazas elérésének
segitése. Rogzités a
tablan.

A feladat ismertetése.
Az adatok felirasa a tab-
lara. Elindulast segito
kérdések. A feladat
megfogalmaztatasa
matematikai jelekkel.

" Az egyes diakok mun-

Osztalymunka

Egyéni feladatmeg-
oldas
Az eredmény felirasa Osztalymunka

a tablara. A tapasztalatok

_ megbeszélése.

Téblakép: d>0
aX2+bX+c=0
X, + X, =-bla
X|X2=c/a

Az eredmény, a megfogal-
mazasel érésének segitése
Rogzités a tablan

Osztalymunka

Az osszefiiggast a diakokkal Osztalymunka
megfogalmaztatni. Emlékez-

tetnia tanulokat az 1/c fela-

dat tapasztalataira.

Az osztalytol varja a bizo-  Osztadlymunka

~megoldoképlet felhasznalasaval.

A megoldas,megbeszélése

nyitas dtletét. Utalni a fela-
datmegoldasok menetére.
A tétel felhasznalasanak b A feladat ismertetése.
szoveges példan keresztiil: Egy termé- Az adatok felirdsa a tablara
ket két kiillonboz6 iizletben azonos Elindulast segit6 kérdések.
aron arulnak. Mindkét helyen megval-
toztattak a termék arat(egyik helyen
novelték,a masik helyen csokkentették)
valamennyivel,majd ellentétes irany-
ban kétszer annyi szazalék-a. Igy
mindkét helyen azonos lett a termék
ara. Hany szazaléka lett igy az eredeti
arnak a kapott ar, ha tudjuk, hogy egyik
iizletben akcio keretében 55 szazalékos
arleszalitassal indultak?
Feladatmegoldas

Az egyes diakok munkaja-
nak segitése.
Az eredmény felirasa a
_tablara. .
Az vj ismeretek osszefogla-
L P lasa a didkok bevonasaval.
Hazi feladat feladasa. Viete-formulak- Feladatok ismertetése.
kal megoldhato egyszeriibb feladatok
(tank6nyv)

Osszefoglalas

Egyéni munka.

Egyéni feladatmegoldas

Osztalymunka

Osztalymunka

1. tdablazat. Gyskik és egyiitthatok kozitt dsszefiiggés (Gravdzlat)
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De X2, X,2 nem negativ szamok. Osszegiik hogyan lehet negativ?

A hiba ott van, hogy nem vizsgaltuk a dlszknmmanst. Ennek az egyenletnek nincsenek
valos gyokei, igy nem vizsgélhatjuk ezek négyzetdsszegét sem.

Sziikségiink van az Osszefiiggésre az olyan jellegi feladatoknal is, amelyekben
hidnyos az egyenletiink, de azért ismerjiik valamelyik gy6kot, vagy a gyokok aranyat. Az
ilyen feladatoknal joI mérheté és fejleszthetd a tanulok azon képessége, hogy a szovege-
sen megfogalmazott kapcsolatokat hogyan tudjék értelmezni. Igy példaul hogyan irnak
fel az alabbl kapcsolatokat: az egyik gyok a masik haromszorosa (altalaban ez még nem
szokott gondot okozni), vagy az egyik gyok tizzel kisebb a masiknal (ennek matematikai
felirasa anndl nagyobb probléma a tanuldk szamara).

A téma feldolgozasi modjanak szemléltetésére a kovetkez6kben megadom a tananyag
beosztasban szerepld két tanitasi ora kozill az elsbnek az oravazlatat (1. tabldazat).
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ISKOLA ES TARSADALOM KOOPERATIV PEDAGOGIAI
I STRATEGIAK AZ
; ISKOLABAN il
(SZOVEGGYUJTEMENY)

AZ EGYUTTMOKODES KIEMELT SZEREPE
A PRODUKTIV TANULAS FOLYAMATABAN

VALOGATTA ES SZERKESZTETTE
MELEG CSILLA

SZERKESZTETTE
VASTAGH ZOLTAN

A Pécsi Tudomanyegyetem Tanarképzo Intézetének ajanlatabol
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