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I.

Az egyetemi tanacs 190z november 3-ikan
tartott ilésében a mathematikai és természettudo-
méanyi kar javaslatdra lelkesedéssel hatdrozta el,
hogy Bolyai J 4no snak sziiletése szazadik évfordulé-
jara tinnepet szentel és pedig 1903. januarius hé
15-ikén, tekintettel arra, hogy a tdvolbél meghivandé
vendégeinkre nézve nehézséggel jart volna deczember
hé kozepén, mikorra a nagy mathematikusnak szi-
letési évforduléja esett, odahagyni az ezen 1d6tajban
rendszerint tdlhalmozott hivatalos teend6iket. Emlék-.
beszéd tartasara dr. Schlesinger Lajost, a
- felsébb mennyiségtan ny. r. tanarat kérte fol, magé-
nak az linnepnek a rendezésére pedig dr. Szabé
Dénesnek, az orvost kar prodékanjanak elnoklete .
alatt dr. Farkas Gyulat a mathematikai és ter-
mészettudomanyi kar dékanjat, valamint dr. Apdthy
I'stvant, ugyanezen kar prodékanjat. E harom tagu
~ bizottsdg a tandcs egyetértésével folvette még kebe-

lébe dr. Schlesinger Lajost.

_ A ‘kitlizott napon d. e. 10 é6rara az egyetem’
auldja egészen megtelvén a tudomanyos intézetek
és tarsulatok kildotteivel, varosunk hivatali és
értelmi  kitiindségeivel, diszes holgykozonséggel és
- ifjusdggal: a tandcs éssa tanari kar i1s bevondlt a
szokasos mddon.
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Elbészor az egyetemi ifjusdgi dalegyesilet éne-
kelte zenekiséret mellett a XIII, »Vajh meddig
fogod feledni oh nagy isten .gyermeked? kezdett
zsoltart. (Kersch F.) .

Az ének elhangzisa utin dr. Schilling
Lajos, az egyetemes torténelem ny.r. tanara, e. 1.
rector, a kdvetkez$ beszéddel nyitotta meg az tinnepet.

TexinTETES EcvETEMI KOzoviLEs!

MeLven TiszTeLTt K6zONSEG !

1802 deczember 15-ikén pardnyi csillag gyult
ki varosunk lathatarin, hogy rovid palyafutds alatt
hazai kulturank, az egyetemes tudomény egén mint
elsérangd fényesség tiindokoljon; hogy bevilagitson
oda, hova emberi szem még nem tekintett. Bolyai
Janos foltarta ama rejtelmeket, a melyek 2000 éven
4t annyi fényes tehetséget sodortak dtvesztdbe.

Langelméjével szemben megddbbent a gondolat,
hogy emlékiinnepén csekélységein adjon elészor han-
got dicsdségének. De megnyugtat egy kép, a mely
lelkemben folmerdl. Ki tudnd- megmondani, hogy a
szélvész, a mely a hegyek kozil indul tova, a kovet-

kezé perczben a volgy hatalmas tolgyének legszebb
* lombjat-e, vagy talan legigénytelenebb levélkéjét
fogja a magasba ragadni? A sorstdl fiigg, de legyen
barmiként, mindenképen a természet erejét fogjuk
a jelenségben csodalni. A véletlen hozott engem is
ama fényes csillag tindokl6 utjaba, de ajkamon
egy tudoméany-egyetem elismerésének és hald-
janak els6é accordja hangzik el.
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Igen, a tudoményok egyeteme fon homlokéra
koszortit annak, ki mig az egész vilagra kihatét
akarl és cselekedett, addig maga kozonytél kisérve
élt s majd elhagyottan hunyta le szemeit. A mathe-
matikai és természettudomanyi kar indit-
vanyara készséggel hatarozta el egyetemi tanacsunk
a mai emlékiinnepet, mely hogy im valéban mélté
lett a nagy tuddshoz, e diszes kozonség megjelenésé-
nek koszonhetjik. .

Orommel idvozlom hat mélyen tisztelt vendé-
geinket és elsd sorban. azokat, a kik a tavolbél jove,
hozdk meg 4ldozatukat. Udvozlom a Magyar Tudo- -
"ményos Akadémia, a budapesti tudomany-egyetem,
valamint ennek bolcsészeti kara, a budapesti J4zsef-
miegyetem, a bécsi cs. és kir. muszaki katonai
‘Akadémia, a marosvasarhelyi ref. t6gymnasium kép-
viselbit, az orsz. kozépiskolai tahéregyesﬁlet és nagy-
- enyedi Bethlen-collegium kildétteit, valamint azokat
az egyeseket, a kiket kisebb- nadyobb tavolbdl hozott
ide kegyeletes érzésiik.

Fogadjak egyetemiink halas koszonetét' Rész-
vételiikkel atalanos jelleglivé tették urmepunket, a
. milyen magénak az tnnepeltnek a hatdsa is.

Varosunkat egykor béven folyé f6ldi javaiért
kincses Kolozsvéarnak nevezték el. A javak eltiin-
tek, de még hangoztatjak a nevet s az idegen kétkedve
kutat értelme utan. Ne szégyenkezziink! Negyed-
évvel elébb egy masik nagy sziilottének, Matyas
kirdlyunknak rendezett e varos orszagos iinnepet.
Az is, ez is az egyetemes mivel6déstorté-
net lapjaira jegyezte fol a nevét elévilhetetlen
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betlikkel. E nagy szellemek emléke a legkozelebbrol
a miénk, birtokukban gazdagok vagyunk: “4polva
azt, onlelkiink is gazdagon megtermékenydl.

De némelyek megdobbenve allanak a problema
elétt, a melyet Te benned, kinek emlékét {nnepeljiik
ma, a langész és ember ellentéte tamaszt. Ne feled--
jék, hogy minél er6sebben ttz foldiinkre a nap
sugara, annil hamarabb boritjak arczulatat, kod,
para, fellegek — és gyarl6 szemiink csak ezeket
latja, holott a fellegek f0lott a nap csak oly fényes,
ragyog6! Az 6 izz6 lelke is maga koril vihart vetett
— ki tudja miné lelki fajdalmak, vivédasok kozott!
. de ne ezt nézze a mi szemink, csak lelkének fényét,
a mely til a viharon, homalyon, nagyot alkotott s
a mely ifjisdga megoldott problemaja utan egy
masik elé allitotta: megnyitni az emberiség eldtt az
egyetemes erény s ez 4ltal . az egyetemes boldogsag
utait. E czéltél mar messze elmaradt. Szornyl tra--
~ goedia! Ki az emberiség javaért langolt, kornyezeté-
ben félreismerést vélt latni csupan !

De az id6 beteljesiilt: az & sztlétoldén épult s
az 6 tanait fennallasa 6ta méltaté tudomany-egye-
temiink tagjat, dr. Schlesinger Lajos kartars
urat, a felsé mennyiségtan ny. r. tandrat im fol-
kérhetem, hogy aldozzon hozzd méltéan emlékének!
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EMLEKBESZED
Schlesihger Lajos

bolesészetdoktor, a fels6bb mennyiségtan ny. r. ténéra, a Magyar

Tudomédnyos Akademia levelezd tagja stb. ~






NAGYTERINTETU GYULEKEZET !

Ez a terem, az auditorium maximum, a mely-
ben a mindennapi rendes munkajaban kiilén szakokra
tagolt tudomény-egyetem idénként Gsszegyil, hogy
iinnepeit ilje, a torténelemnek van szentelve. A
nemzet, az egyetem, a tudomény. torténelme az a
kozos talaj, a melyen alkalom adtdn talilkozunk,
hogy a multba visszapillantva, a jelen feladatait
megérteni és a jovo kérdéseit megfogalmazni tanuljuk.

A mai nap egy férfiu torténelmének jelében A4ll;
" Bolyai Janos az a férfid, a kinek emlékét iin-
nepelni késziiliink, Bolyai Jénos, ki sz4z esztendd-
" vel ezel6tt virosunkban erre a vildgra sziletett és
kinek nevét a tudomény torténelme az odkor leg-
nagyobb geometrajanak, Euklides-nek neve melié jegyzi
fel lapjain, jéllehet, hogy attdl az 1d6tsl fogva, a -
midén Euklides a Sroyeia-ban a gorég geometria rend- -
szerét felépitette, addig .az id6ig, a midén Bolyas
Janos az Appendixben a térnek absolute igaz tudo-
manyat megalapitolta, csaknem kétezer év telt el.

Az 1796-1k év végén Gottmwen hires egyetemén
két ifjG ismerkedett meg eO‘ymassal kik nemsokara
az igazsadg zaszlaja alatt testvéri frigyet kotnek;!
az id6sebb, tlizes lelki, kozlékeny magyar, a csak
két esztendével fiatalabb csendes elmélkedésbe mé-
lyedt német, ki? soha elére nem sz6l, még kész
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dolgokrdl is hallgat. E két ifjd Bolya:r Farkas volt
Erdélybél és Gauss Carl Friedrich Braunschweigbdl.
Minden este taldlkoznak, gyakran a mathematika
alapjairél 3 vitatkoznak, a geometria foltja,* a paralle-
lak axiomdja, is széba keril;? mindegyikiik fogadva
ad és adva fogad, mert, a mint Bolya: Farkas
irja, »az elemekben Gauss akkor kevésbbé biztos
volt, mint én a magam erejébdl, de neki a fels6bb
szamitdsok, a melyekrél.nekem még fogalmam sem
volt, mar gyermekjaték voltak«. Egynehany boldog,
a mint Bolyas mondja,? »foldontdli rajongasban, az
egyedili Urdnia oltdra eldtt toltott esztendb« utdn,

- szétvalnak a két barat itjai; az egyik »a dicséség

temploméba _ kertil¢,® a masik visszatér félreesd
maganyos hazajaba, mint egész életén at hiven
6rzott draga kincset magaval vive annak a barat-
sagat, a kiben 6 mar akkor Eurépa jovenddbel
legels6 mathematikusat latta és megjovendolte ? és
kinek emberi tokélyében minden alkalommal foltét-
leniil bizott. ‘ _
Kolozsvarra visszatérve, egy bélon ismerkedik
meg DBolyai Farkas. Benkd Jézsef borbély lednyaval,”
Zsuzsdmnd-val, a mint Gauss-nak frja,'® »egy igen
vonzé, finom szellem@ lednynyal«, kivel 1801 szept.
28-4n meg is eskiiszik. 1802 deczember 15-én a
fiatal hazasparnak Kolozsvirt’ a nd szileinek haza-
ban fidk sziiletik, kit deczember 21-én Janos névre
kereszteltetnek; a boldog atya leirdsa szerint !!
regészséges, igen szép gyermek, finom vonasokkal,
fekete Lajjal és szemoldikkel és égd sitétkék szemek-
kel, melyek néha gy fénylenck, nint két drdigakic.
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Ezek a szemek voltak hivatva, a geometria rejté-
lyeibe oly mélyen belepillantani, mint emberi lény
szemei & eldttikk soha. ,
Rendkiviil boldogan folynak a fiatal Janos elsd
évei Domaldon, az atyai birtokon; a gyakran hézi
gondoktél és kellemetlen rokonsdgi viszonyoktdl
megzavart csaladi élet az imadott fid kordl, mint
egy vildgot és viddmsagot sugdrz6 nap kordl forog. 12
1804-ben a csaldd atkoltozik Marosvésarhelyre, a
hovd Bolya: Farkas az ev. ref. collegiumhoz mint -
a mathesis és physika professora hivatott meg és
az ottani szerény kis tiszti lakAsban leste az atya, -
mint Beddhdzy Gr mondja,!® Janos fidnak csodalato-
san fejlédé elméjét. Ugyanis csakhamar, mar a
gyermek-jatékokban, nyilatkozik a fidnak rendkivili
mathematikai tehetsége;'* de bolcs elérelatassal gon-
doskodik az atya fia testének Aapolasardl és fejlesz-
tésérél 1> és vigyazva vigydz, nehogy e sarjadzé
talentumot csodagyermekké torzitsa el. Csak a 9-1k
esztendében kezdi a rendszeres tanitist,'¢ de akkor
mar csakugyan nem mindennapi tanitvanynak meg-
felel6 moddon, mindjart Fuklides-szel -és Huler-rel.
Valészinti, hogy mar ebben az idében beleiiltette a
gyermek lelkébe azokat a csirdkat, a melyekbdl
kés6bben az Appendix mint felséges érett gyiiméles
jott napvildgra, mert kétségtelen,'” hogy Farkas
tanuldsra vagy6 fiat a paralleldk elméletében levé
hézagra is figyelmeztette, e hézagra, mely 6t magat
szakadatlandl foglalkoztatta. Tizenhdrom éves kord-
ban a fiatal Jdnos mar a differentidlis és integralis
calculusban jaratos, szereti, a mint atyja Gauss-nak
irja,'® a.mély elméleteket.
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De atyja a legnagyobb gondot forditia arra is,
hogy Jdnos kiképeztetése egyoldaluvd ne valjék.
“Jdnos kifejezett zenészeti képessége gondos mivelés-
ben részestl, és egyik t6gondja Farkas-nak,'® hogy -
fia a szabalyos iskolai tanfolyamon atmenjen. Az
eredmény minden tekintetben kitiiné : Jdnos excellens
hegediis lesz, és Réma 6rok nyelvét, mely akkor
az iskolai oktatasban még vitatlanul elfoglalja az
8t megilleté kozponti helyet, gy sajatitja el, hogy
azt egész életén 4t mesterileg kezeli; 1817 junius
havaban leteszi.a Rigorosumot. -

Az életpalya valasztasa a fid természeti képes-
‘sége és a mathesishez valéd hajlam altal, melyben
apa és fid talalkoznak, magatél adddik; Farkas
fidt, a mint maga mondja?® 3a mathesisnek szen-
telte 4ldozatile, mihez Jdnos maga is Oromest
hozzajarul és mi természetesebb, mint az, hogy
Farkas ekkor arra a gondolatra jon, hogy fidt Gauss
" baratjahoz kiildje, ki -akkor mar dicséségének a tetd- -
pontjan allva, Gottingenben - tanitott. Eveken A4t
apolla Farkas ezt a tervet,?! és Jdnos, ki atyjinak
Glauss 1want ‘valé hatartalan tisztelete 22 és talan
 egyik-masik Gauss-féle -dolgozat olvasdsa folytin e
“pagy férfitra, mint egy magasabb lényre tekintett
fel, maga 1s csak Gauss-hoz kivankozik.z2? Farkas
a terv anyagi oldalat is fontoléra . veszi, egyéaltala-
ban még koltészeti munkai kozott is folytonosan
ezzel az & kedvencr tervével foglalkozik, gréf Ken-
deffi Adam megigért a segélyét?® és végre, bar
Grauss mar nyolcz éve, hogy utolsé levelére nem
valaszolt, Farkas megteszi a dont§ 1épést, a mennyi-
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ben 1816 aprilis 10-én kelt levelében 26 kozli Glauss-al
kedvencz tervét, a mely tervre kiillonben mar kilencz
esztenddvel el6bb, mikor Jdnos még gyermek volt,
rea mutatott volt.

Mily izgalommal varhatott apa és fid Gauss
véalaszara, erre a vdlaszra, a mely a fid jovdje felett
dontést  volt hozandé; de hénapok és esztendSk
multak és a varva vart levél Gottingenbdl 6rokre
elmaradt. '

A mint mar Beddhdzy Gr megjegyzi,?® némelyek
szemére vetették Gauss-nak, hogy régi baratjanak
a levelét még elutasité vélaszra sem méltatta. De
azon mar magukban donté okokhoz, a melyekkel
Bedohdzy Gr maga Gauss magatartasat indokolja,
most, a mikor Bolyar Farkas Gauss-hoz intézett
levelének teljes szovege el6ttiink fekszik, még hozza-
teheté az 1s, hogy nem annyira Gfauss-nak a maga-
tartdsdn, mint inkdbb azon, mar a naivsigon is
tdlmend médon kell csodalkoznunk, a-melylyel Zarkas
sajat tervének pro és contrajit Gauss csaladjanak
bevonasaval 29 targyalja. Mindenesetre bele kell nyu-
godnunk abba a ténybe, hogy az a szép terv, mely
Jinos mathematikai geniusat a leghivatottabb alkoté-
nak a kezébe adta volna, meghiusalt.

Tehat masra kellett gondolniok; elhataroztak,
hog.y Jimos a katonai pAlydra megy, arra a palyéra,
a mely .irdnt Farkas ifjisdgdban maga is el6szere-
tettel viseltetett.?® Es 181831 szeptember havéban
Janost mar a bécst cs. k. mérnoki akadémidban
latjuk, a hol 1822-ig marad. '

Janos elvilasa a szilei haztél anyjara nézve a
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legszomortibb kovetkezményekkel jart.’2 Ez a bar
nagyon hystericus, de nem mindennapi asszony annil
nagyobb gyongédséggel ragaszkodik egyetlen fidhoz,
minél mélyebbre megy az elidegenedés kozte és
férje kozott. Bamulatos eléreldtissal, de sajat énjét
fia boldogsiganak alarendelve, azt mondja Jdnos-rél,
hogy3? »itthon ne maradjon, de ha elmegy meg
fogok 6rélnic. Es sajnos, Ggy is lett. Jdnos bucstja
az anyjatél egész életre sz616 biicst volt; a holdog-
talan n6 szelleme mindink4bb elsotétedik, mig 1821
szeptember 10-én négy red, valamint kornyezetére
nézve kinos esztend utdn meghal, a nélkil, hogy
fist viszontlathatta volna. De a szdléi hdztél vald
elvalassal " Janos boldog ifjisdganak is vége szakadt
és megkezd6dik &letsorsa, mely a vildgossig és
homaly rideg valtakozisdval az emberiség egyik
legmeghatébb tragédijja.,

Az elsé évekrél, melyeket Jdnos a katonai
akadémian toltott, kevés adat A4ll rendelkezésre,
Farkas levelet Bodor P&l baratjdhoz, melyek . az
1818—22. évekbdl valdk, ugyan elég gyakran emle-
getik Jdnos nevét, de inkdbb kiilsé viszonyokkal
~ kapcsolathan; az anydnak Jdmos-on valé btja,
Jdnos-nak haladisa a rajzolasban,?® pénziigyi nehéz-
ségek, s melyeken grét Kendeffi Adam segiteni akar,
de Jdnps-nak kitling elémenetele is 37 emlitvék.

Azonban Jdnos Onéletrajzi feljegyzéseibdl és
killondsen két levélbsl, melyekrol késébb még széla-
.nunk kell, kitetszik, hogy Jdnos az akadémidn valé
tartézkodasa idejében a paralleldk elméletét kedvencz
foglalkozasava teszi.3®



15 .

Lattuk, hogy a parallelak elmélete mér Jinos
tudomanyos nevelésének elsé -kezdetében szevepel;
szakadatlandl foglalkoztatja ez a targy az apjat, és
ha Farkas latva, hogy erélkdds faradozasai siker-
telenek maradnak, majdnem kétségheesve koltéi vagy
gyakorlati foglalkozasban keres menedéket,*® mégis
Ujb6l és Gjbél erre, a mint nevezi, szsarnoki esz-
mére« tér vissza, )

Konnyen érthetd, hogy annak a férfiunak az
eszmeiranya, ki Jdnos-nak atya és tanité volt egy
személyben, Jdnos szellemi fejl6désére dontd be-
folyast gyakorolt; Jdnos-nal ismereteinek a bovité-
sével az atyja kezdetben talan teljesen meg sem
értett szavai fogalmakkd alakulnak és a parallelak
elméletében levé hézag kitdltése az embert tudas
legfelsébb, legfontosabb feladata gyanant tiindoklik
szeme el6tt. Azzal az elt6kélt szandékkal hagyja ott
a szilel hazat, hogy ezt a czélt vagy eléri, vagy
. elbukik, és még az atya meghatd.. intése, melylyel
ez egy emlékezetes 1820-bdl szarmazé levelébent®
fiat ezen fenektelen éjszakan vals athaladastdl elijesz-
~ teni 1gyekszik, Jdnos-nak azt a vagyat, hogy min-
den 4ron ezen a sziklan attorjon, nemcsak, hogy
nem csokkenti, hanem mindinkdbb fokozza.

Onként felmeril eléttiink az a kérdés, hogy
vajjon tényleg oly fenséges-e ez a czél, mely utan
itt kizdenek, vajjon oriiljink-e annak, vagy pedig
sajnéljuk-e, hogy Jdnos-nak nagy tehetségét a sors
és a nevelés egész rendszerességgel arra a palyara
sodorta, a mely ezen czél elérésére vezetett? A fele-
let erre a kérdésre nem konnyi, de ma mar kétes
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nem lehet. A mint oly g)rakran a tudomanyban,
Ugy ebben az esetben is az eredeti czél elérésére
nem az egyedili, de nem is a legértékesebb termés,
mely annak integet, a ki a czél felé torekszik.

Ha alulrél nézve még oly magasztosnak, még
oly kecsegtetnek latszik 1s a hegyorma, a kapasz-
kod6nak szemei el6l annal inkabb eltiinik, minél
kozelebb jon hozzd ; de minél magasabbra vezet az
osvény, annal tigabba valik a kilatas, és ha mar
~a lab az ormot maga alatt érzi, a szem az el6tt
nem is sejtett tdvolokba csapong, ) ormokat, tj
volgyeket lat, eqy ) mds vildgot.*!

Igy volt a parallelak elméletével- is.

A Zroyeta-ban, melyek kétezer esztenddn 4t a geo-
metriai gondolkod4s alapjat alkottik, Fuklides a geo-
metria rendszerét bizonyos feltevésekre allitja, melyeket
“Opor, Althpota és Kowai Ewoww-ra oszt. Az elsé konyv-
ben az “Opot a pont, egyenes, sik, szog, kor, 4tmérd
értelmezését, a Kowal #wvoiar pedig tisztdn mennyiségfo-
galmi meghatarozasokat tar_talmaznak. Az Atripota
1-—4-ike is mindig elfogadtatott, de nem Ggy volt
az Otodik postulatummal, mely mivel régibb kiada-
sokban tévedésbdl a Kowai #weiae kozé soroztatott,
a mult szdzad kezdetén, mint XL vagy parallelik
axioméja volt ismeretes. E postulatum pedig igy
szél (Hetberg kiaddsa szerint):

¢ Kal 2av eig 300 eddelng eddela tpmintovsa tag évtds
xol Enl Td adté pépy ywvia; 306 Gpddv éddsoovas wo),
Exfaldopévag tag S0 eddelag En’ dmetpov gupmintewy, g’ &
pépy elolv af v B0 Spddv Erdacoves.

Tehat azt Aallitja, hogy két egyenes a végte-
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lenbe meghosszabbitva egy harmadik &ket metszé.
egyenesnek azon oldalan taldlkozik, a mely oldalon
" a bels6 szogek Osszege két derékszognél kisebb.
Ezen postulatum ellen pedig méar a legrégibb
1dék 6ta joggal tették azt az ellenvetést, hogy nem
kozvetlentl szemlélhetd és a geometrak "igyekezete
oda irAnyult, hogy ezt a postulatumot bebizonyitsék,
azaz, mint a tobbi Fuklides-féle feltevéseknek a kovet-
kezményét levezessék. Nem lehet a feladatunk, hogy
azokat a kisérleteket ecseteljiik, a melyeket ezen czél
elérésére két évezreden 4t tettek és melyeknek kozos
gyarl6siga rendesen abban A4llott, hogy hallgatva
az Kuklides-téle postulatum helyébe egy mas vele
egyenértékii, postulatumot helyeztek; megelégedhe-.
tiink azzal, hogy leirjuk azt az eszmemenetet, a
mely Bolyai Jinos-t a széban levé kérdés megol-
~d4sahoz elvezette. '
Kovessiik hat azt a leirdst, a melyet Bolyas
Jdnos maga adott eszméinek a fejlédésérdl. 2
Jdnos elsd izben 1820-tl kezdve szintén azon
taradozik, hogy az el6bb jelzett értelemben az Hukls-
des-1 postulatumot bebizonyitsa és erre hasonlé
moédszert kovet, mint 1733-ban Saccheriés 1766-ban
Lambert,*3 kiknek munkait kiillonben nem ismerte.
Nagy jelent8ségiivé valik Jdnosra nézve egy
fiatal erdélyi honfitirsaval, Szdisz Kdrolylyal val6.
érintkezése, ki akkor Bécsben gr(’)f Teleky FElek
hézanal, mint .nevel6 mutikodott 4+ és ki- kés6bben
Nagyenyeden juris professorra lett. Jdnos kisérle-"
teinek az el8menetelérdl atyjanak hiven, referalt, de
ez tavol attdl, hogy fidt tovabbi er6lkodésre buzditsa,
' 2



a mir emlitett levélben szivre hat6é szavakkal 6va
inti »azon pokoli holt tenger szirtjeitsl, a melyek
mellett 6 maga is haj6torést szenvedett, széttépett
vitorlaval, eltdrt drboczczal visszatérve.“+5 Tanuljon
a fiu az 6 péld4jan; »ha igazan kihoztad volna,«
irja Farkas, »akkor igaz, hogy ennek jobban oriil-
nék, mint egy uradalomnak, de mivel ezt épenség-
gel nem hiszem, félek, hogy mindenedet elvesmted
egy milliényi sorsjatékra téve.c4

Az 1822-ik évben Jdnos kilép az akadémiabdl
és ezen év sieptember havanak 7-én*7 az aktiv szol-
gélatba soroztatik be; egy évvel rea, ‘mint alhad-
nagy Temesvirra tétetlk 4t és kevéssel ezutén beall
életének az a nagy fordulata, mely -az absolut geo-
metria feltaladldsdval van megjelolve.

1823. nov. 3- -ikardl kelt levelében ezeket 1r1a
_atyjanak: -
»A feltételem méar All, hogy mihelyt rendbe
szedem, el készitem, ’s méd leszsz, a’ parallelakrél
egy munkat adok ki ebbe’ a pillanatba nints kita-
lalva, de az az Wt, mellyen mentem, tsaknem bizo-
nyosan igérte a’ tzél elérését, ha az egyébarant le-
hetséges; nints meg, de olyan felséges dolgokat
hoztam ki, hogy magam el-bdmultam, s srokos kar
volna elveszni; ha meglatja Edes Apam, meg-es-
meri; most tobbet nem széllhatok, tsak annyit:
hogy semmabdl egy iy mds wildgol teremiettem.«

Akkor tehit a dolog lényegén még tem ha-
“tolt 4t teljesen, Allispontja koralbelil az lehetett,
‘mint a Saccherié, t. i az apagoge; azaz abbédl a
foltevésbél, ha a parallelék axioméaja nem-volna igaz
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levonta a kovetkezményeket, ezek a kovetkezmények
alkotjdk azt az ) mas vilagot, a melyrdl ir és mar
most e kovetkezményekben keresi az ellentmondést;
de méar kételkedik abban, hogy ilyen ellentmondas
egyaltalaban létezik-e, azt mondja, »ha az egyéb- -
arant lehetséges.« Hogy mikor tette meg a dontd
lépést, azaz mikor jutott arra a meggyéz8désre,
hogy az a geometriai rendszer, a mely a paralle-
lak axiomajatél figgetlen, magiban fenéllhat, teljes
biztonsdggal meg nem Allapithaté, csak annyit
tudunk, hogy ez 1825 tavasza el6tt tortént. Jdnos
t. 1. egyrészt 1825-ben volt tanitéjanak, Johann Wolter
von Kckwehr, akkori szazados, késébbi tdbornagynak
egy irasbeli értekezését adta At, melyben a mint maga
mondja, mar az egésznek az alapja meg volt,*® mis-
részt, feljegyzesei szerint, Marosvasarhelyen tett lito-
gatdsa alkalmaval, apjanak »absolut iirtananak vazla-
tat« bemutatta, 4° a mely latogatds 1823 februarius
havdban ment végbe. Farkas — ki akkor mar 1jbdl
meghézasodott — ugyanis e latogatasardl kolozsvari
baratjdit Bodor Pdl-t 1825 februarius 22-én kelt
levelében értesiti,?® a mely levélben fidt jogos apa1
biiszkeséggel igy irja le:

-»Nagy, kemény természetii szép ifjii, a katonai
batorsdg az Aartatlansidg szemérmességével be pel-
gyedett — se nem Kkartyazik: se bort, palinkat,
se kavét nem iszik, se nem pipazik, se nem tubéa-
kol, még nem beretvalkozik, csak péhés — rend-
kivil valé mathematikus, igaz genie, excellens hege-
diis — minden hivatalok ‘kozt leginkdbb szereti a
‘katonasagot; csak az Otiumot szeretné inkabb,

' ‘ a*
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melybe dolgozhatnék, mar is sokat dolgozott a “hiva-
tal mellett 1s.«

Ezen egyiittlét alkalmaval, a mint "emlitettiik,
Jdnos atyjaval egész rendszerét kozolte, de Farkas
nem értette meg mindjart teljesen; ez lehetett
egyik oka a kozottiik. kiitétt meghasonlasoknak, !
a milyenek késébben is megzavartdk a kiilonben
oly gyongéd viszonyt ezen két kivals szellem
kozt; egyéb okok-talin a mostoha anyjihoz vald
viszonybél, meg az anyai hagyatékra - vonatkoz6
vagyoni kérdésekbdls? eredhettek; de hogy -ez a
meghasonlés nem ‘igen mélyre mené volt, kitiinik
abbdl, hogy aprilis 24-én méar azt irja Farkas Bodor
Pdl-nak, »a fiammal hala istennek megint j6l va-
gyunk; frt mér Temesvarrél kétszer is«.5% Ezen
‘Osszejovetelnél valészinlileg megéllapittatott az is,
hogy Jdnos felfedezése miként publicaltassék. Farkas
maga siirgeti a publicldst, »elészore, tigy nyilatko-
zik, »mert az eszme konynyen dtmehet masra, a ki
azutin el6bb kozzé teszi, masodszorigaz az is, hogy né-
mely dolognak dgyszélvan megvan a maguk epochéja,
a midén azutin tobb helyt egyszerre talaltatnak.o*

Mint egy préfétai sugallat, dgy hangzanak
Farkas eme szavai. Tényleg 1826 februdrius 12-ikén
"Nukoldr  Ivdnovics Lobacsefszkij, az orosz kazani
‘egyetem tandra, az ottani physiko-mathematikai
karnak ‘bemutat egy dolgozatot: »Exposition suc-
cincte des principes de la géométrie avec une
demonstration rigoureuse du théoréme des paral-
lelese, melynek tartalmira nézve kiilonben minden
kozvetlen t4jékoz6das lehetetlen, mivel a dolgozat
maga elveszett.?5 De a czim szovegezése szerint
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annyi bizonyos, hogy Lobacsefszkij akkor, tehit oly
idében, midén Bolyar Jdnos, a mint lattuk, 4 tanat
méar teljesen kifejtette volt, legfeljebb a Saccher:
allaspontjan, vagyis azon. az 4llasponton lehetett,
melyet Jdnos 1823-bdl valé levelében jelez. Evvel az
sem all ellentmondasban, hogy Lobacsefszkij 1829-ben
megjelent értekezésében a »geometria alapjairélc,
az els§ lap aljan all6 jegyzetben azt mondja,
‘hogy »a szerz§t8l magatdl egy 1826 tebruar 12-ikén
olvasott értkezésb8l kivonva, mely értekezés czime
»Exposition succincte des principes de la géometrie
etc.«,%¢ mert az, hogy a czim 1dézésénél az ominosus
végsé mondatot »avec une demonstration rigoureuse
du theéréme des paralléles«, kihagyja, arra a feltevésre
‘jogosit, hogy Lobacsefszkij ugyan a Bolyar Farkas-tél
ugynevezett antieuklidesi rendszer *? kidolgozasit,
értjiik a mar emlitett apagogét, az 1826-iki értekezés-
b6l az 1829-ikibe Aatvette, de hogy az a belatdsa,
hogy az tj rendszer magamagéban fennallhat, csak

- az 1826-tdl 1829-ki 1ddkozben érlel6dott meg. Habar

e szerint Jdanos személyi prioritasa minden kétség felett
. &ll, az 1829-iki publicatiéja Lobacsefszkij-nek a publi-
célas formalis prioritasat tényleg biztositja,** de tekin-
. tetbe ‘kell. venniink, 1. hogy ez a publicatio a bizo-
nyitasok h_iényos voltanal fogva teljes értékiinek nem
‘mondhaté, 2. hogy orosz nyelven lévén irva, a nem
orosz mathematikusoknak teljesen hozzatérhetetlen
maradt, s a geometriai gondolkodés fejlédésére ezért
befolyassal nem lehetett. Lobacsefszkij elsé kozérthetd
nyelven irt publicatiéja 1837-bél van, mig Bolyar
Jianos az 6 felfedezését kifogastalan latinsiggal és
az eléallitas felilmalhatatlan tokéletességével megirt
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értekezésben, atyjinak az 1831-ik év elején 59 Atadta,

ki ez értekezést Tentamenjéhez, mint Appendixet
kinyomatja, mely Appendix kiilonnyomatit még
ugyanazon év junius haviban, Jdnos kivansaga sze-
rint, Gauss-nak kiildi meg.¢9 Ezen alkalommal veszi
fel Gjb6l Farkas a részérél 15 esztendén 4t félbe-
hagyott levelezést ifjikori baritjaval.st

A vilasz ‘Géttingenb8l ismét késik, a miért
Farkas 1832z januariusban az Appendixnek egy
mdsodik példdnydt rovidebb levél kiséretében kildi
el Gottingenbe; ez a mdsodik példany tényleg
Gauss kezébe keriil és madrczius 6-ikdrdl kelt hires

- levelében®? a princeps mathematicorum huszonnégy

esztendei hallgatds utdn vélaszol. ,

Az irat egész tartalma, az at, a melyet Jdnos
kovetett, azt {rja, majdnem teljesen egyezik az &
sajat, részben mdr 3o—35 évvel azel6tt tett, medi-
tatiéival, médfelett meg van lepve és nagyon oril,
hogy -épen régi bardtjdnak a fia az, a ki &t oly
csodalatos médon megel6zi. Jdnos-t szivbél tidvozli
és kiilonds nagyrabecsiilésérél biztositja.

~ Nem az egyediili, de nem is az els§ alkalom
ez, a mint mdr Beddhdzy Gr megjegyzi,®® melyben
Gauss-nak ilyféle nyilatkozatdval taldlkozunk. Mid6n
1827-ben Jacobi és Abel — kinek szdzadik sziile-
tésnapjdt nehdny hdval ezelStta christianiai egyetem
megiinnepelte — az ellipticus fiiggvények elméletére
vonatkozd vizsgdlataikat kozzé tették, Gauss kinyi-
latkoztatta, hogy ezen vizsgdlatok eredményeit rész-
ben mdr 20 év Sta ismeri s hogy ugyanazon az
uton jutott el hozzdjok, mint Abel.6* A két eset
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hasonlé volta abban is nyilvdnul, hogy Bolyai Jdnos
majdnem ugyanazon elkeseredett szavakkal vonja
kétségbe Gauss dllitdsanak az igazsdgdt,®® mint
ugyan nem Abel maga, de annak lelkes pdrtfogéja,
az oreg Legendre,5® kinek a maga sajat iigyében
mir el6bb volt prioritdsi vitatkozdsa Gauss-al. Az
elliptikus figgvények esetében (Gauss hagyatéka
allftasainak az alapossdgdt fényesen bebizonyitotta
-— ha ily bebizonyitisra egyaltaldban sziikség volt
— és az absolut geometridra nézve is Kkitiinik
levelekbdl és feljegyzésekbdl, melyek Gauss miiveinek
VIII. kotetében ossze vannak dllitva, hogy Gauss
tényleg az antieuklidest rendszert mar az Appendix
vétele el6tt ismerte. Szandékosan haszndljuk ezt a
kifejezést, mert most, dttérve Bolyar Jdnos fel-
fedezésének az ismertetésére, ldtni fogjuk, hogy a
mit Jdnos tett, tobb az antieuklidesi rendszer kifej-

leges, mivel ezen rendszer lényege mdr = 1807
Schwerkardt-ndl és 1825, 1826-ban annak
ocscsénél Tawrimus-nal megvan.t” Bolyar felfede- -
zésének az ismertetésében nem térhetek ki egyéni
felfogasomnak az érvényesitése el6l, annal kevésbé,
mivel részletekbe bocsdtkozni a mai alkalommal

lehetetlen.

Az V-ik euklidesi postulatum helyes, vagy
helytelen voltarél a szemlélet révén nem lehet
meggy6z6dni, a mint azt mar Plolemaeus megje-
gyezte.%® Logikailag hiarom eset képzelhet6 :

I. Az a két egyenes, a melyet egy harmadik
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~metsz, kelléképen meghosszabbitva a metsz8 egye-
nesnek nemcsak azon az oldaldn taldlkozik, a hol
a bels6 szogek Osszege két derékszognél kisebb,
hanem a mdsik oldalon is; ez a feltevés, a mint
mér régebben felismertetett (Sacchert), arra a kovet-
keztetésre vezet, hogy a tér véges, a mi a legtobb
mathematikusnak, fgy Bolyainak és Lobacsefszkijnek
is, lehetetlennek l4tszott — bar Lambert és Taurinus
err8l az esetrdl is széltak, megjegyezve, hogy az ily
médon adédé sik-geometria, a gombon megvaldsil. s

II. A két egyenes mindig azon az oldalon
taldlkozik, hol a bels§ szogek 0©sszege két derék-
szognél -kisebb, a mi-az Euklides-{éle- postulatum.

III. A két egyenes nem taldlkozik mindig,
azaz bizonyos hatdrig taldlkoznak, azontdl pedig
nem. Ez a feltevés az ﬁgynevezett antieuklidesi °
rendszernek képezi az alapjit, mely rendszer f6leg
abban kiilonbszik a rendes Euklidess rendszerts),
- hogy benne egy 4llandé mennyiség szerepel, melyet
Bolyai s-vel jelol, s mely attél a hatdrtdl figg,
mely a taldlkozé egyenesek osztalydt a nem taldlkozé
egyenesek osztalyatél elvélasstja; e hatir — az
ugynevezett parallelismus szége — a priori meg
nem. szabhaté, ezért a Bolyai-tél i-vel jelolt dllandd,
- minden tetszéleges positiv szdm lehet. Ha ¢ a vég-
telenbe n6, az antieuklidesi rendszer 4tmegy az
Euklides-té1ébe. |

Iizen antieuklidesi rendszer azonban, melyet
Bolyai az Appendixben bdmulatos elmeéllel és se
egyik, se mdsik vetélytdrsitél el nem ért vildgos
és szabatos el@dllitdsban kifejt, nem teszi Jdnos
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alkotdsinak leglényegesebb részét. O t. i mindjdrt-
arra a — Kant értelmében — krittkus dllaspontra
emelkedik, hogy emez 7 dllandé értékénck hatdrozat-
lannak kell maradnia és az gy adodé dltaldnos geo-
metriai rendszer az § absolut geometria' rendszere.

Hogy Jdnos maga épen erre a pontra fekteti a
f8sulyt, kitetszik kiilonosen feljegyzéseinek egy
helyéb6l,7¢ a hol leirja, hogy atyja 1825 iki maros-
vdsarhelyi taldlkozdsuk alkalmdval a fia rendszeré-
ben épen ezt a pontot nem tudta teljesen felfogni.
» Azt mondta (Farkas), hogy (Jdnos) dolgozata csak
az antieuklidesi rendszernek kifejtése, aztis dllitva,
hogy csak két gondolhaté rendszer létezhetik, az
Euklidesi, vagy egy mdsik, a melyben a -parallel-
sz0g nagysdga absolute meg van hatdrozva. Sem-
miképen nem akarta beldtni« < {gy folytatja Jdnos
— »minden bizonyf{té okok daczdra, hogy hiszen vég-
telen sokféle hypotheticus rendszer 1étezhet, melyek
kozt az igazat nem vagyunk képesek kivdlasztani.«

Ugy ldtszik, hogy Farkas kés6bb se tudott
teljesen Jinos alldspontjira helyezkedni,”t és Glauss-
nak rednk 4tjott nyilatkozatai szerint a princeps
mathematicorum felfogdsa (1831 el6tt) is a Farkas
felfogdsdval egyezik, mert ismételten arrdl szél,™t
hogy az "ij rendszerben egy absolut hossz létezik,
a mi nyilvin csak akkor 4l ha a Bolyai-féle i-nek
valamely hatdrozott értéket adunk.

Jdnos alldspontjat kovetkez6képen fogalmazom.
A -geometria egy a prioristicus tudomdny, melynek
{eladata abban 4ll, hogy a tér viligdnak bizonyos
tineményeit, melyekrdl a szemlélet révén szereziink -
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tudomdst, lefrja. A geometria rendszerének, mely
egészen abstract fogalmakbél épitendd fel, csak azt
a feltételt kell tehdt kielégiteni, hogy eredményei
a térbeli szemlélettel 6sszhangzatban legyenek..De
mivel ez a szemlélet csak végestartomdnyra terjed-
het ki, az Euklides postulditumdbdl eredé kérdésre
miés feleletet nem adhat, mint azt, hogy a mennyire
a kérdéses két egyenes a metsz8 harmadikon mérve,
véges tivolsdgot mutdtnak, e két egyenes mindig
a két deréknél kisebb bels§ szogek oldaldn taldl-
kozik addig, a mig ezt a szemlélettel kovetni
tudjuk, azaz addig, a mig két sz0g Osszege egy
bizonyos értéken alul marad. Hogy mekkora ez a
érték, ezt a szemlélettel — azaz gyakorlatilag (prac-
tice) a mint Jdnos?® mondja — nem lehet eldénteni,
csak alsé hatdrt tudunk ezen érték szdmdra kijeldlni.
Az olyan feltevés, mint az Eulklides: postula-
tum, avagy valamelyik meghatdrozott antieuklidesi
rendszer postulatuma, mely a metsz8 és nem metsz8
egyenesek kozti hatdrt megszabja, nyilvdnvaldan
azt foglalja magdban, hogy a végesbsl a végtelen
nagyra, vagy amimathematikailag ugyanezt mondja,
a végtelen kicsinyrél a végesre vonunk kovetkez-
tetést. Hogy pedig ilyen kovetkeztetésnél egy
tetszbleges dllandénak szitkségképen fel kell 1ép-
nie, az analyticus el8tt kozvetetleniil evidens, mert
hasonlé viszonyokkal van dolgunk, minthaa sebes-
ség torvényéb8l a mozgds torvényére akarunk
kovetkeztetni, széval, mert differentialis egyenletet

kell integralnunk.?+ _ o
. Az absolut geometria rendszere tehdt egy tetszg-
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leges 4llandét tartalmaz, erre, a Bolyas i-jére nézve
csak az adédik, hogy a szemléletnek aldvethetd
tavolsdgokhoz képest igen nagynak kell lennie, de
ezen feltétel mellett az S rendszer — a mint Bolyas
az absolut rendszert jeloli, szemben az Euklldesi-
vel, melyet 3-val jelol, — egy aszemlélettel teljesen
egyez8 geometridt szolgdltat, sét ugyanaz all az
olyan rendszerr8l is, a min8t kés6bben Riemann
vezetett be, a melyben az ¢ négyzetének az értéke
nagativ' és mely a fentemlitett I feltevés alapjdn
ered. Csak a nevelés és a szokdsnak tulajdonftandd’
“az, hogy sokan még ma is az Euklidest rendszert
tartjdk az egyedil szemlélhetének.

Az a kétezer esztendds kérdés tehdt, hogy
vajjon Fuklides postulatuma helyes-e vagy sem,
Bolyar Jdnos szerint teljesen hidbavalé, e postu-
litum sem helyes, sem hamis, hanem a geometria
felépitésére egyszeriien felesleges; az Euklides:
geometria a térbeli tiinemények lefrdsira ép oly
alkalmas, mint akdrmily S rendszer, elegend§ nagy
¢ mellett; torténelmileg az Huklidesv rendszer azért
fejlédott eldszor, mert bizonyos tekintetben a leg-
egyszeriibb. De ezen egyszeriiséggel szemben ki
kell emelni, hogy a tets.i(ﬁleges 4llandét tartalmazé
S rendszer sokkal viltozatosabb, mint az Euklidest
2. Az S-nek viszonylata a ¥-hoz — hogy egy ugyan-
csak mathematikusnak szembetiing hasonlatot hasz-
ndljak — olyan, miat az ellipticus fiiggvényeké a
trigonometricus fiiggvényekhez, mint az ellipsisé a
kérhez. Hogy az absolut geometria mégis még az
Appendix megjelenése utdn, figyelmen kiv(il maradt
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vagy harminczot évig, sajdtsdgos viszonyoknak a kovet:
kezménye, melyeket most roviden fel kell emliteniink.

. Gauss azt frja,’> hogy -a Boeoticus-ok kiaba-
l4sdtél {él. Oly annyira félt, hogy 6, ki kilonben
minden jelentékenyebb tudomdnyos vivmanyt a
»Gottinger Gelehrte Anzeigenc-ben referdlni szo-
kott, nyilvinosan az Appendixrdl és annak szerzd-

jérél — kit egy magdnlevélben® els6 nagysdgt
geniusnak mond — soha meg nem emlékezett.

Az Appendix teljesen ismeretlen marad és
a’ tudomdny folytatta az atjat, nem tor8dve
azzal a meggazdagoddssal, melyet Bolyai Jinos
geniusdnak koszonhetett, miglen egynehdny évtized
mulva oda érett, hogy az absolut geometridt mdr
képes volt birtokdba bekebelezni. De mit tesz a
tudomdny 6rok életében egynehdvy évtized? és
mit ‘tesz masrészt ez a néhdny évtized egy ember
életében ! Mig a tudomdny lasst fejl6déssel oda
jutott, hogy az Appendixet méltathatta, addig ‘annak
szerz6je elhervadt csendes félrevonult .magdny4ban.
De taldn mégis helyesen cselekedett Gauss, midén
a fejlédés folytonos menetét nem akarta megsza-

kitani, taldn az & tartézkoddsa — melyet mi, kik
nagy szellemének utjait kovetni nem tudjuk,. ért-
~ hetetlennek taldlunk — 6vta meg Jdnos-t. attdl,

hogy ‘a Boeoticusok 6t mint bolondot és eretne-
ket rdgalmazzdk és fgy legaldbb: a magdny nyu-
galmdban részesité azt, ki mint mds Gttor6 is, meg
nem élhette a téle Ultetettmagbélfékado’ termésnek
a megérését. :

Gauss magatartdsa és egyaltaldban az elisme-
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.résnek. teljes kimaraddsa Jdnos-nak tiizes, dics6ségre
vigy6 lelkére a legvégzetesebb kivetkezményekkel
volt. Az elismerést, melyet a vilig t6le megtaga-
dott, ugyancsak beteges ©nmagasztaldssal akarja -
pé6tolni, minek kovetkeztében az & szenvedélyes
ugyan, de személyes ismerQsei tanusiga szerint,
rendkiv(il szeretetremélté természete ingerlékenyre
és bizalmatlankoddra vdltozik;?? biiszkén és elzdr-
‘kézva keriili tiszttdrsainak a korét, személyes bdtor-
sagra viszdlykodd, igazsigszeretete sérté rideg-.
séggé fajul. Nem csoda ekkép, hogy az, elébb oly
nagyon kedvelt katonai hivatdsit megunja, mig
1833 julius havdban, hatdrérokkel valé  Ossze-
koczczands kovetkeztében,”® nyugdijazzak, a szolgd-’
Jatba valé visszalépés fentartdsival és kiilonds hang-
sulyozdsaval annak, hogy a felsébb mathesis okta-
tasdra- alkalmas személyiség. Mint nyugdijazott sza- '
:zadds visszatér hén szeretett 30 erdélyi hazdjéba,
a hol 13 esztend6n 4t atyjdpak Domaldi birtokdn
-él, majd 1846-t6l fogva Marosvdsdrhelyt telepedik le

Bér Jdnos egészsége nem volt a legjobb —
kiilonosen valtldzban szokott volt szenvedni®! —
a legnagyobb hévvel adja magéit a munkdra. Rész-
‘ben geometriai. rendszerének kidolgozdsival :€és :0j
-alapra fektetésével, részben arithmetikai kérdések-
‘kel. foglalkozik. Hogy Jinos-nak ezen és kés6bbi
id6ben frt dolgozatairdl, bar e .dolgozatokbdl Jdnos
‘életében mi sem kerlilt nyilvdnossdgra, a mai napon
‘szdmot adhatunk és igy képet alkothatunk -e férfid
teljes tudomdnyos egyéniségérdl, ki még ot eszten-
‘d8vel ezel8tt csakis mint az . Appendix szerzje
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volt ismeretes, Stickel ar ernyedetlen és a legszebb
eredménynyel koszorizott, tsbb évre terjedé mun-
kdssdgdnak koszonjik, ki Janos hagyatékat — miutdn
az tobb mint harmincz esztend8n 4t ugaron maradt —
bdmulatos szeretettel és ritka szakismerettel kutatta 4t
és az ezen kutatdsban taldlt kincsekr8l a Magyar Tudo-
manyos Akadémidnak tobb dolgozatban referalt.s2 A
legutols6, Bolyai Jdnos sziiletésnapjanak szdzadik
évforduléjdn bemutatott dolgozatdt, mely még nyom-
tatdsban nem jelent meg, Stickel szives engedel-
mével, ki a kézfratot rendelkezésemre bocsdtotta,
" szintén felhasznilhatom itten.

Jdnos az Appendixben — hogy az el84llitdst
‘minél révidebbre foghassa,®s — elfogadta az Euklides
adta alapokat és csak az V. postulatumot mell8zte.
De nem zirkézott el az el8l, hogy az Huklidest
alapokban, kiilonésen az “Opac-ban, ezen postulatumon
kivil még egyéb nehézségek is vannak, a mire
figyelmét kiilonben atyjdnak munkdlkoddsa és Gauss
levelének egy passusa®* is rd irdnyitotta. Ezért az
a torekvése, hogy a geometria szdmdra egy maga-
ban teljesen consequens 1j rendszert alkosson, sét
az egész mennyiségtudomdnyt is teljesen Gj alapokra
fektesse. Egy munkdt tervez ezen czimalatt: » Refor-
-mation der Elemente der Mathematik«, mely magd-
ban foglalnd a szdmtant (Gauss), .az id8tant, az
lirtant és a mozgdstant. Az 1835-ik évb8l valéss
az lirtannak egy terjedelmes elGszava, mely szerint
a szemlélettSl teljesen fiiggetleniil, elvont fogal-
maknak és ezekre vonatkozé feltevéseknek a rend-
szerét akarja feldllitani, mely a térbeli tiinemények
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lefrdsdra épen és teljesen elegendd. Jdnos a fogal-
mak jelolésére is oly szavakat haszndl, melyek ele-
jétél fogva a szokott, térbeli szemlélettel kapcso-
latos szavaktdl eltérnek, igy ~a kornek megfelel6
fogalmat gydri-nek (Ring),"a gombnek megfelelSt
kerekség-nek (Runde) "nevezi. El8dllitdsa, mely egy

még kés6bben emlitend§ — mert kés&bbi id4bél
szdrmazé — 134 nyomtatdsra kész foliooldalra

terjed6 kéz{ratban maradt rednk, sokban hasonlit
atyja Tentamenja Conspectus geometriae cz{mfi
fejezetéhez, de a mint maga Phaedrus-al mondja :8¢

Pater auctor quam materiam reperit,
hanc ego polivi, versibus senariis.

Lassanként a tervezett ériasi mfi taldn kifejlédott
volna, de egy koriilmény 1ép kbzbe, mely 6t geometriai
elmélkedéseir8l arithmetikai vizsgdlatokra tereli,
1834-ben a lipcsei Jablonowski-féle tudds
tirsasdg - egy pdlyakérdést tlizott ki, melyben a
complex mennyiségek geometriai dbrdzoldsinak
szigor megalapitdsdt koveteli. Atyjdtél, ki maga
is ‘részt vett a palydzaton, felszélitva Jdnos egy
dolgozattal pélydzik, mely nyolcz negyedrét oldal-
bél 4ll s melynek biiszke jeligéje ez volt: » Fruclus
nonnist matirt decerpendi<. E dolgozatban, a Res-
ponsio-ban, melyet Stickel 1899-ben kiadott,8” Jinos
a complex mennyiségek elméletének megalapftdsdra
hasonlé elveket alkalmaz,38 a min8k alapjin atyja
_a negativ szdmok elméletét épité fel. Hasonléképen
mint 18 37-ben Hamilton,8 is a complex mennyiséget
szdmnégyesként fogja fel, mely szdmnégyesekre
nézve a formdlis szdmitdsi szabdlyokat felallftja, a
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mivel a ‘complex szdmok Gjabb elméletének egyik
megalapftéjavd lesz,

Elgdllitdsa azdltal vdlik kissé nehézkéssé hogy
azon négy jegyen kivil melyek, a mint mondja: ad
indicandos modos, quibus quantitates in ‘calculo
tractari debeat, introducta sunt, még atyja mddjira
négy megfelel6 operatio symbolumot vezet be.

Te]jeseh) eredeti azonban a 8. §, melyben a
logarithmusnak - akkor Gj elméletét adja, felfogva
-azt a sorral értelmezett exponentidlis fiiggvény invers
figgvényeként és azutdn a logarithmus segélyével
a tetsz6leges kitevSjli hatvdnyt értelmezi. De ha
ebben a 8. §ban csoddlva litjuk, hogy Bolyar
Jdnos teljesen a maga erejébdl, mitsem tudva
Cauchy-rél, 1837 ben egészen modern fiiggvénytani
szellemben dolgozik, legnagyobb bamulatunkat kelti
fel,-a Responsio 9. és 11. §§-a, mely a complex
mennyiségeknek az absolut geometridban valé alkal-
mazdsdra vonatkozik,

Miar a Tentamen mdsodik kétetéhez . csatolt
Addstamentum ban Farkas fidnak nevében redmuta-
-tott arra az analogidra, mely a sphaericus trigono-
metria és valamely S rendszer sikbeli trigonometridja
-kozt fenndll és mely mdr kordbbi kutatéknak, kiilo-
‘nésen Taurinus nak is feltiint volt.s* A Responsm'
‘9. §ban mdr most azt mutatja meg Jdnos, hogy
az S rendszer sikbeli geometridja speczidlis esete
annak a geometridnak, a mely valamely superficies
undique uniformis-on érvényes és ezen paragraphus-
‘nak egy részletesebb kidolgozdsdban®® azt teszi
hozzd, hogy dltalinosan be lehet bizonyftani, hogy
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a sfkokon kfvil mas superficies undique uniformes
nem léteznek, mint a gombok, a hypersphaerak
(sikoktdél aequidistans felilletek), és az- Appendix-
ben F-fel jelolt {eliletek, a parasphaerak, a mely
utébbiakon a geometria az Buklidest rendszer stk-
geometridjaval azonos. ‘

Nem csoda, hegy épen Jdnos dolgozatinak
ezen utolsé fejezete teljesen érthetetlen maradt
lipcsei birdinak; mert ha ma, felfegyverkezve az
utolsé. félszdzadban elért kutatdsok eredményeivel,
bdmulva 4llunk azon geometriai és analytikai beldtds
elétt, mely Jdnos emlitett megjegyzéseiben nyilvanul,
akkor 1837-ben csak egy ember &lt, ki képes lett
volna ezen megjégy7éseket megérteni és kellSleg
méltatni — Gauss, ki benndk felismerhette volna
a rokonsagot sajit — Jinos elétt ismeretlen ma-
‘radt — disquisitiones generales circa superficies -
curvas bizonyos fejtegetéseivel. .

A dolgozat nem nyerte el a dijat, ép -oly
kevéssé, mint Farkas dolgozata, hanem egy har-
'madik magyar ember, kinek a neve csak ezen
alkalombél®t vilt ismeretessé, kapta a dijnak a
felét. E mésodik balsiker Jinos-ban a munkakedvet,
‘is megtorte; az atyjdhoz vald viszony, mely mdr egy a
palyamunkak elkiildésénél felmerdit félreértés kovet-
‘keztében meglazult, még ridegebbé vilik aziltal,
‘hogy Farkas nem restelli mint mir elébb, Gauss-
‘hoz,?2 gy most ©cscséhez,?? frt levelekben fidra
panaszkodni; Jdnos egészen -elszigetelve érzi magdt
és magdval és az egész vilaggal meghasonolva, tiz
‘éven 4t tétlen életet folytat; hajdani erkolcsi ereje

3
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mindinkdbb fogy, egészsége hanyatlik, a szellem-
6rids latszélag hia, élvezethajhdszé, mindennapi
emberré -t(')‘rpiil. De 1848-ban oly esemény lép
Jdnos életébe, mely csak alvd szellemi energidjat
még egyszer Uj életre ébreszti és &t Gjbdl tudo-
mdnyos munkéhoz szélitja. — Grauss kozbenjdrdsa
altal, kivel Bolya: Farkas az 1836 6ta megakadt
levélvdltdst 1848 janudr 18-dn ismét felveszi, Loba-
csefszkij-nek 1840-ben megjelent “munkdja »Geo-
metrische Untersuchungen zur Theorie der Parallel-
liniene, Farkas-nak a kezébe keriil, ki azt oktdber
19-én Jdnos-nak adja 4t.
' Nagy vetélytirsa ezen munkdja dttanulmanyo-
zdsdnak az eredményeit Jdnos egy értekezésbe fog-
lalja, (az. egyediili mathematikai, melyet magyar
_.nyelven frt), melyet Stickel és Kiirschik urak a
mult évben kzzétettek.®* Egy bevezetés utdn, mely-
ben Jdnos régi szenvedélyességgel, de régi elme-
-éllel is a -sajit és a Lobacsefszkyj vizsgdlatainak
taldlkozdsdra venatkozé gyanitdsait kifejti, kovetke-
.zik a Lobacsefszkij-1éle munkdnak egy igen éles,
de teljesen tdrgyi birdlata, melyben Jdnos egyebek
kozt, Lobacsefszkij eléllftdsinak olyan pontatlan-
-sdgdra utal, melyet rajta kiviil senki sem vett észre.
Majd a Responsiéban.is tdrgyalt amaz osszefliggés-
18] is értekezik, mely. a sphaericus és az absolut
sikbeli trigonometria ko6zott fenndll, mely 0Ossze-
figgés Lobacsefszkij-nél csak mint tisztdn analytikai
tény emlitettik fel, mig 6 a magasabb geometriai
szempontot igyekszik érvényesiteni;?s kozben oly
-észrevételeket tesz, a melyekbd! kitlinik, hogy Jdnos



a legkiilonboz8bb geometriai és algebrai problemdk-
rél gondolkodott, a milyenek a teriiletek végszerdi
egyenl8sége, az algebrai egyenletek megolddsa, a
trigonometricus fiiggvények arithmetikai tulajdon-
sdgai és hogy az absolut geometria mechanikai és
csillagdszati kovetkezményeivel is foglalkozott. Igaz,
hogy részben csak. odavetett jegyzeteket fr, mint
dltaldban kés6bbi dolgozatainak egy részében, ellen-
tétben az Appendix classicus pontossdgdval,®® vagy
csak felilletes észrevételekre szoritkozik, vagy pedig
atyja virdgos stylusdba esve, terjedelmes peroratiék- .
ban régi gondolatokat ismétel. Kiilonosen - figye- -
lemremélté még az a kritika, melyet Jdnos Loba-
csefszkij-nek azon kisérletére gyakorol, a mely az
1 dlland6 mérések utjdn valé meghatdrozdsira czéloz;
ezen alkalommal Jdnos ‘- »genialis intuitio<-val azt
az alakot is emliti, melyben a Newton-téle gravitatid
torvény az absolut térben kimondandé.®? - '
Igy visszanyerve a munkdhoz valé kedvet,
Jdnos a harminczas években {olytatott gondolat-
meneteket ujbdl felveszi. Mdr az 1832-ben Farkas-
hoz intézett levelében Glauss Jdnos-nak a figyel-
mét a ‘tetraéder kiobositésének az absolut geomet-
ridban valé elvégzésére irdnyfrotta.. Farkas erre
‘azt felelhette,?® hogy Jinos e feladatot mar 1830-ban
-megoldotta, de az ezen feladatra vonatkozé feljegy-
zések 9 — egy kivétellel — csak az 1856. évbdl
szdrmaznak és csak egy speczidlis tetraéder kobo-
sitését tartalmazzdk, mely kiillénben ugyanaz, a
melyre nézve a térfogat meghatdrozdsit Gauss és
~Lobacsefszkij is megkezdték volt. Még csodalato-
3*
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sabb, hogy azon négy médszer kozt, a melyeket
Jdnos a széban lev§ problema megolddsdra javas-
latba hoz, az els§, melyet — a mint Stickel meg-
dllapftotta19® — kozvetleniil Gauss 1832. évi levelé-
nek- vétele utdn felirt, azzal egyezik, a melyet Gauss
maga egy ugyanezen évb8l szdrmazé (19oo-ban
publicall), 1ot feljegyzésben adott, mig a mdasodik
lényegében azzal taldlkozik, a melyet?°? Lobacsefszkij
a »Kazani Hiradéban« 1829-ben kozolt.

Hogy Jdnos mennyire autodidakta volt, kitiinik
abbdl, hogy azt az integrdlt, melyre a tetraéder
‘kobositése. vezet, elemi fiiggvényekkel igyekszik
kifejezni. ' '

Tovabb4 visszatér Jdnos az iirtanra vonatkozé
. munkdlataihoz. Mint mdr emlittettiik, egy terjedel-
mes része e munkdnak nyomtatdsra kész alakban
is megvan, a kézirat 1855-b&l vals. A geometriai
aiapfogalmak bevezetésénél Stdickel megjegyzése
szerint 103 kiilonosen figyelemre. mélts, hogy Jdnos
a sikbeli symmetria elvét bdven felhaszndlja, a
mivel az is &ll osszefiggésben, hogy a két rogzi-
tett pont korili forgatdst a legegyszeriibb és leg-
biztosabban véghez vihet§ mozgasnak tekinti. Ennek
folytin a geometriai szerkesztéseket hasonlé alapra
igyekszik fektetni, mint Mascherons az 8 » Geometria
‘del compassoe czfml, 1797-ben megjelent munkd-
jdban, a mely munkdt Jdnos ismer és ’dicsér, bar
‘a maga modszerét a Mascheroni-é folé helyezi. A
szerkezettan (Constructionslehre) ezenkivil az oly
vizsgdlatokat tartalmazza, melyek a ma Analysis
situs-nak nevezett tanba tartoznak, Jdnosa kés6b-
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ben  Listing- és Riemann-tdl kifejtett, a feliiletek
osszefiiggésére vonatkozé elmélet alapvonalait adja
és az Fuler-féle polyédertétel dltaldnositdsit tobb-
szorosen osszefiiggd feliletii polyéderek esetére kor-
vonalozza. Ugy latszik, hogy a munka kiaddsival
jaré nehézségek elijesztették Jdinost a kidolgozds
folytatdsdtdl; legyen szabad e helyen is azt
a kivdnsdgot kifejezni, hogy a rednk maradt rész-
let, melybd8l Stdickel ur legujabb dolgozatiban
szemelvényeket kozol, lehetbleg teljesen is ki-
adassék.10¢ :

Hogy Jdnos a Responsio 9. §-dban és Loba-
csefszkij munkdja birdlatdban is érintett felfogdsdra,
mely szerint a sikbeli geometria a superficies
undique uniformis-on érvényes geometridnak spe-
cidlis esete, visszatér, szoros kapcsolatban van egy
oly kérdéssel, mely Jdnost miar 1830 ban foglal-
koztatta, s melylyel 1850 utdnismét behatdan fog-
lalkosik, egy kérdés, melyben az absolut geometria
megalkotdja tragikus sorsinak java része is rejlik.
A kéidés az, hogy- vajjon az absolut geometria
ment-e ellentmonddstél? Az Appendix végén azt
mondja Jdnos: »>Superesset denique (..., impossibi-
litatem (...) decidendi, num X aut aliquod (et quod-
nam) . S sit demonstrare; quod tamen occasioni
magis idoneae reservatur.« Ez a bebizonyitds meg
volna, ha ki volna mutatva, hogy a tetszéleges
dllandéval jiré S rendszer sem magamagaval, sem
pedig a szemlélettel nincs ellenmonddsban. Egy
helyen1%s Janos erre nézve az egyediili helyes fel-
fogdst vallja, hogy tuduiillik ez a kérdés csak akkép
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donthetd el, hogy az absolut geometria rendszere
teljesen kifejtetik és észleltetik, vajjon adédik-e
ellenmondds, vagy sem. A kovetendS Gt az volna,
a melyen Jdnos az irtandban inddlt, de a helyett,
hogy Jdnos ezt miar most minden erélylyel foly-
tatta volna, azt ldtjuk, hogy a sajit ‘tandn kétel-
kedni kezd.

A sikbeli geometria ellentmonddstdél ment vol-
tat, hasonléképen mint-Loba,csefsékr;j is, abbdl kovet-
kezteti, hogy a sikbeli trigonometria a sphaericus
trigonometridbdél akkép adddik, hogy a gémb radiu-
sdt képzetesnek vidlasztjuk; de a hasonlé okosko-
ddst a térre nézve nem tudja alkalmazni, mivel az
ahhoz sziikséges segédeszkozoket nélkiilozi, kiilo-
nosen azt a gondolatot, mely mikor el6sz6r 1844-ben
Grassmann-tél, majd Cayley- és Cauchy-tél kimon-
datott, a maga merészségével a legélesebb ellent-
monddsra —— mert félreértésre — taldlt és mely
gondolat nem mds, mint a tébb dimensiés geo-
metria. Igy ldtjuk, hogy Jdnos mindig elleatmon-
ddst keresve, terjedelmes Szdmitdsokat végez, 196
néha azt véli, hogy ily ellentmonddsra bukkant, a
mit azutdn szdmitdsi hibdnak ismer fel; de minden-

esetre — és ez Jdnos tudomdnyos pdlydjinak igazi
tragikuma — élethossziglan nem tudott meggyd-

z8dni arrél, hogy az &§ rendszere a térben sem
vezet ellentmonddsra.

Kétségtelen, hogy tiszta geometriai Uton —
a tobb dimensids geometria nélkiilozésével is —
ki lehet mutatni, hogy az absolut térgeometria nem
ellentmonddsos; a mint mdr jeleztik, Jdnos maga
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jelolte meg ennek az utjit az & lirtandban. De
daczdra azéknak a fontos vizsgdlatoknak, a melye-
ket ez irdnyban tettek, ezen médszer teljesen sys-
tematicus kovetése még ma is hidnyzik, dgy, hogy
arr6l a mds két médszerr8l kell még megemlékez-
niink, melyek a torténelmi fejlédés sordn a széban
forgé czél tokéletes eléréséhez vezettek.

Az egyik az analyticus geometria médszerén
alapszik. A mdr emlitett, 1828-ban megjelent dis-
quisitiones generales circa superficies curvasban
Gauss az Euklidesi térben foglalt feliileteket oly
‘médszerrel tirgyalja, a melynek révén kiadddik,
hogy a feliiletek tulajdonsdgai két osztdlyba soroz-
haték. Az egyik osztdlyba tartozé tulajdonsdgok
lényegesen ahhoz vaanak kotve, hogy azilletd feli-
let egy hdromdimensiés Fuklidest térben létezik,
a midsik osztdlyéi pedig tetsz8leges kétdimensids
sokasdgokra vonatkoznak, a melyek {velemének a
négyzete a coordinatik positiv definita négyzetes
differentidlis alakjdval el§dllithaté. Gauss ezen mad-
szerét altalanositva, Riemann 1854-ben a gottin-
geni bolesészeti kar el6tt tartott habilitatiés eld-
addsdban »Uber die Hypothesen, welche der Geo-
metrie zu Grunde liegen«1%? egy nagyszérii elmé-
letnek a korvonalait adta, mely, ha megengedjik,
hogy a tér szdmsokasignak tekinthet§, minden
képzelhet§ geometriai rendszert felolel.

Ha » valés mennyiségnek a rendszerét pont-
nak nevezziik, akkor két végtelen kozeli pont tdvol-
siga még mint a két pont coordinatdinak tetszés-
szerinti figgvénye értelmezhetd. Sajdtsigos meg-
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fontoldsok, melyek Ilényegében egy a szemlélettel
a posteriori elérend8 Gsszhangzatra czéloznak, arra
-vezetik Riemannt, hogy ezen infinitesimdlis tdvolsdg,
vagy fIvelem négyzetét a coordinatadifferentidlok
positiv definita négyzetes alakjanak vdlassza. Az
igy meghatdrozott sokasdgnak a jellege a helynek

n(n—1)
5

n=2 esetén arra az egyetlen mennyiségre vezetnek,
melyet Gauss valamely felilet gorbiilets mértéke

néven vezetett be. Ha a sokasig olyan, hogy az

M1 fuggvény mind egymissal egyenls, a mibsl.

szamu fiiggvényével van meghatdrozva, melyek

Schur szerint,9% mdr az kovetkezik, hogy allanddk,
akkor n=3 esetén az igy addédd, dllandé gorbiileti
sokasdag meglelel az FEuklidest I rendszernek, ha
a gorbiilet. zerd, a Bolyai-féle S rendszernek, ha
negativ, mfg a positiv gorbiilet rendszere, 'mély itt
elészor fellép és mely ezért Riemann rendszerének
neveztetik, nem egyéb, mint az, melyben a két
egyenesre vonatkozé kérdésre az elsé lehet§séggel
valaszolunk. Mivel az az analytikai disciplina, ‘mely
az ilyen dllandé gorbiletii sokasdg geometridjdt
szolgdltatja, ellentmonddstél ment, kovetkezik, hogy
ugyanaz az absolut geometria rendszerére is 4l
Riemann dolgozaténak a fnegjelenését(’il 1867-t6l
keltez8dik az absolut geometridnak a mathematikai
tudomdnyok birtokdba valé tényleges bekebelezése.
Egy nem sokkal ezutdn megjelent dolgozatban
Beltramy azt mutatta- meg, hogy az S rendszernek
megfeleld tér az Huklidest tér valamely gombjének
a belsejére leképezhetd és hogy épen tgy, mint a
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Riemann-féle rendszer sfkgeometridja egy gémbodn
valésithaté meg, tgy a Bolyai S rendszerének sik-
geometridja megvalésul az Fuklidest térnek bizo-
nyos feliiletén, melyet Beltrami pseudosphaerd-nak
nevezett el. Gomb és pseudosphaera pedig, mint
Gauss szerint moadjuk, dllandé gorbiileti feliiletek,
a fajtuk érvényes geometridra nézve tehdt a Bolyar
Jinos-tél superficies undique uniformesnek mondott
felilletosztalylyal egyeznek, tgy, hogy itt a Res-
- ponsio g9-ik §-dnak gondolatmenetével taldlkozunk.
Nem tagadhaté, hogy Beltrami az absolut
geometridnak eme Fuklides térbeli interpretatiéja-
val sok oly. mathematikust nyert meg az Gj tan-
nak, ki addig az absolut geometriit csak puszta
agyrémnek volt hajlandé tekinteni, de azért ezt az
Interpretatiot nem szabad tulbecsiilni. A
Ugyanis a mi az ellentmondds kérdését illeti,
ezen iﬁterpretatié a kérdést az absolut geometridra
nézve nem annyira megoldja, mint inkdbb az Eukli-
dest geometria megfeleld kérdésére visszavezeti,
hogy ez utébbira nézve ellentmondds nem létezése
soha kétségbe nem vonatott, igaz, de ép oly igaz,
hogy a priori az ellentmondds kérdése az” Hukli-
dest geometridban egy drnyalattal sem kiilénb, mint
az § rendszerben.
‘ Mas tekintetben azonban igenis. ismerettani
szempontbdl is haladdst jelez Beltram: munkdja, a
mennyiben kimutatja, hogy az absolut rendszer tere
mindig bent foglaltatik egy tébb dimensiés Euklidest
térben, iigy, hogy a tobb dimensiés geometria fogalma
kimeriti és feloleli az absolut geometria fogalmdt.
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A mdsodik at, a melyen he lehet bizonyftani;
hogy az absolut geometria nem tartalmaz ellent-
monddst, azért nevezetes, mert azt az Osszefiiggést
deritette ki, mely az absolut geometria és a kozon-
séges geometridnak ama fejezete kozt dll fenn,
melyet djabb, synthetikus vagy projectiv geometria -
néven kiillonosen a mult szdzad elsé felében dol-
goztak ki. Azokban a geometriai tételekben ugyanis,
melyek tisztdn graphikai természetiiek, bizonyos

- dualitds mutatkozott, mdsrészt az adédott, hogy

mindazok a tételek birnak tisztdn graphikai jelleg-
gel, a melyekben tdvolok és szogek csak az
Ugynevezett keltds ardiny alakjdban “szerepelnek.
1859-ben’ Cayleyt algebrai természetli vizsgalatok
arra vezették, hogy két pont tivolat és két egye-
nes vagy sfk hajldsszogét ilyen kettds ardnyok-
kal allftsa el8, azaltal, hogy egy bizonyos mdsod-
rendii feliletet absolut képz8dményként vett segit-
séglil. Ezen mdsodrend(l felillet természete szerint
hirom kiilonb6z6 geometriai rendszert taldlt, melye-
ket elliptikus, parabolikus, illetéleg hyperbolikus
rendszernek neveznek. Kés6bben (1870 —71) Klewn
Feliz azt mutatta meg, hogy e hdrom rendszer
sorban a Riemann, Euklides, illetsleg Bolyai-féle
rendszerrel egyezik, a mivel az, hogy az absolut
geometria ellentmonddstél ment, Gjbél ki van
mutatva. '

A projectiv geometria mind a hdrom rend-
szerben ugyanaz, a ‘'mi onnét kozvetlen vildgos,
hogy az a két 4lland6, a melyt8l valamely geo-
metriai rendszerben a tdvolsig és a sz8g mértéke



fiigg, t. i. a hosszegység és a gorbillet mértéke, a
kett8s ardnybdl.kiesik, és ebb&l kozvetlen(il kiadé-
dik a dualitds elve, mivel ez nem mond egyebet,
mint azt, hogy az Euklidest tér projectiv geomet-
ridja a Reemann féle térben is 4dll.

Féjdalom, Bolyai Jdnos mar nem lehetett ta-
nuja annak, hogy az & tana a kutatdsnak mind-
egyre szélesebb koreit héditja meg, hogy nemcsak
a ‘geometridban, hanem az analysisben és a mecha-
nikdban is nagyjelent8ségii haladdsok kutfejévé
vilik.

Ismeretlent]l és mindenkitél, még attdél az egy-
tdl 1s elfelejtve, ki geniusat méltatni tudta, oromtelen
életét élte. :

Mikor 1856-ban atyjdban kornyezetének azt az
egyediili emberét is elvesztette, ki személyiségét és
tudomanyos torekvéseit megérteni képes volt, Jinos
‘a mathematikéval végkép felhagyott, de fajdalmaktél
és szenvedésektsl megtort testében is lankadatlanil
munkalkodé szelleme mdsféle problemak felé forddlt.
Egy, az egész emberi tuddst felolelé tudomanyos
rendszert akart teremteni, tokéletes vilagnyelven
megirva, mely czélra magyar anyanyelvét alkalmas- ~
nak véli. Vildgboldogité eszméket, a socilis alapon
nyugvé allam eszméjét gondolja ki, de mindezeknek
a kezdetén megakad. Otvennyolcz éves koraban faradt
és roskadozé aggastydn, benséleg oly gazdag, kiilsé-
leg oly tragicus életét 1860 januérius haviban végzi be.

Midén Jdnos a maga egyetlen konyvét, az
Appendixet megalkotta, a vilAg annak megértésére
még nem volt megérve, mint ennek a kortilmény-
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nek, mint kiilsé viszonyainak, mint ki nem elégitett
nagyravagyéasanak az A4aldozata, elesett, mint egy
tragikus hds, miutan a legmagasabbat elérte, miutan
a kétezer esztendds problemat megoldotta. — Ma
az egész mivelt vilag aldoz emlékének, nem sirjara,
hanem oOrokbecst’ munkaira téve le a bamulat és
a hala babérat. Es mi, a kik ma itt vagyunk, hogy
emlékét Unnepeljiik, emlékezziink meg halasan azok-
- 16l a férfiakrél is, kik a vilig figyelmét erre az
elfelejtett emberre és annak sohasem ismert konyvére.
eldszor irdnyitottdk, a német Baltzerrél, a franczia

Hoiiel-r8] és végre, de nem utolséként, a mi Schmidt
Ferencz-iinkrél, ki harmincz esztenddn 4at, 1867-tdl
haldlaig, életének legszebb feladatat abban latta,
hogy nagy honfitirsanak, Bolya:i Jdnos-nak az el-
ismeréseért tettel és irdsban kiizdjon. _

. Midén kilencz évvel ezelstt a kazani egyetem
Bolyar Jdnos szellemi rokonanak, Lobacsefszkij sziile-
tésének szdzadik évforduléjat megiinnepelte, midén
nehany  hénappal ezelétt a christianiai egyetemen
az 0sszes miivelt nemzetek — sajnos, csak mi nem
lehettiink ott — Abel évszazados {innepére oOssze-
gytltek, ezek az egyetemek az innepelt férfiakat
biiszkén magukénak vallhattdk, vagy mint tanitét,
vagy mint tanulét. Mi most nem vagyunk ebben
a szerencsés helyzetben; midén a mdlt szdzad elsé
felében Bolyar Jdnos élt és mukodott, a mi egyete-
mink szidz éves 4lmat aludta. De mindjart az elsé
években, miutdn (1872-ben) Felséges Urunk akarata-
bél ) életre kelt, a Bolyar traditi6 hi apoléjava
lett. ‘A mathesis egyik legels6 tanitéja a mi egyete-
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miinkdn 198 mar 1874-ben eldadast tartott az absolut
géometri4rdl, taldn egyéltaldban a legelsd ilynemi
elbadas, mely tudomany-egyetemen tartatott, mert
— gy mond4d — hazénkban, hol amaz ideig a két
Bolyai-n kivil szdmottevé mathematikus nem élt,
ezen két férfil mlikodésébsl kell -minden tovabbi
tudoményos torekvésnek kiinddlni. Az6ta az Appendix-
‘ben foglalt tan hirdetése egyetemiinkon nem sziinetelt
. és ma sem joviink ires -kezekkel az iinnepre.

Feladatom azt az emlékiratot bemutatni, melyet
egyetemiink mathematikai és természettudomanyi
kara a mai linnepen kibocsat és melyben az egye-
temiinkon kival 4ll6 két tudds, Stdickel Pdl Kiel-
ben, és Bonola Rdbert Pavidban is kozremiikodott.
Egyébre nézve az irat el6szava nydjtson tajékozast.

A mai iinnepre.csak a latin szoveg késziilhe-
tett” el, azonban el8szavdt magyar fogalmazvdnyban
van szerencsém felolvasni: |

» Tudomdny-egyetemiink Mathematikai és Ter-
mészettudomdnyi Kara. 1899 évi deczember hé
29-én tartott iilésében elhatdrozta, hogy .annak a
napnak a szdzadik évforduléjdn, a mely napon
Bolyai Jdnos sziiletett, sziiletési hdzat emléktdbld- .
val jeloli meg és emlékiratot bocsdt ki, melynek
czélja legyen feltiintetni azt a befolydst, a melylyel a
Bolyar Jdnos-tél megalkotott absolut geometria a
mathematikai tudomanyok fejlédésére a XIX. év-
szdzban volt.

Midén ez iratot az egész vildg tudés tdrsu-
latainak, egyetemeinek és mathematikusainak meg-
kiildjik, kedves kotelességiinknek tartjuk, hogy
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8szinte hdldnkat nyilvanitsuk a Nagyméltésdgu vallds-
és kozoktatdsiigyi m. kir. Minister drnak, a ki'a
kiadds koltségeit rendelkezésiinkre bocsdtani kegyes
volt, a Magyar Tudomdnyos Akadémidnak, mivel
jéakaratdnak koszonjik, hogy iratunkat Bolyas
Jdnos-tél, az apjihoz intézett, az absolut geometria
torténelmére fontos levelének hii mdsaval diszit-
hetjiik, végre azoknak a tuddsoknak, kik iratunk
létesitéséhez kozremiikodni szivesek voltak.

Legyen ez irat jele annak, hogy hazdnk nagy
fidnak emlékét hiven 8rzi és dpolja és jdruljon
hozz4 ahhoz is, hogy a Bolyas Jdnos-t6l megalkotott
‘tan tovdbbra is viruljon és gyarapodjék«.



JEGYZETEK.

1 Bolyat Farkas és Gauss K. F. levelezése, kiadjik Schmidt
és Stdckel (Budapest, 1899) p. 152 ,und bald schwuren wir unter
der Fahne der Wahrheit Briiderschaft®, :

2 A, i h. ,der nie in voraus spricht, auch bey fertigen
schweigend. ’

3 A i h

4+ V. 8. Bolyai Farkas levelét fidhoz, Stdckel-nél, Mathem. és
Természettud. Ertesitc’i, 1900, p. 243, 244.; a folt szé6 Saccher:
»Buclides ab omni naevo vindicatus®-dra emlékeztetett, v. 6. Engél
u. Stdckel, die Theorie der Parallellinien von FEuclid bis auf Gauss
(Lipcse, 1895) p. 18, 36.

5 Ldsd Jdnos feljegyzéseit, Stdckel a.i. h. p. 248 ; Gauss levelét
Gerling-hes, (1832 februdrius 14), Gauss—Bolyai levelezése p. 193
»mit dem ich 1798 mich oft iiber die Sache unterhalten habe®.

8 Stdckel .a. 1. h. pag. 248. ,In den Elementen der Arithmetik und
Geometrie war damals Gauss weniger fest als ich durch mich selbst,
aber ihm waren die hdheren Rechnungen bereits eine Spielerei, wo
ich noch nicht einmal eine Idee davon hattes. .

7 Qauss—Bolyai levelezése p. 153.

8 Ugyanott p. 179. :

- ¢ Ugyanott p. 152.

19 Ugyanott p. 40.

1t Ugyanott p. 49.

12 Ugyanott p. 57. ,Unser Sohn ein herrlicher Knabe, ist ein
weckender Strahl in die Nacht unserer Seele®,

3 Bedfhdzy, A két Bolyai (Marosvisirhely, 1896) p. 66.

14 Gauss—Bolyai levelezése p- 56. 2. kikezdése,

5 A i h

_ 16 Ugyanott p. g9. o

1" V. 6. Schmide, Abhandlungen zur Geschichte dér Mathe-
matik, VIIT. kdtet p. 137, Jdnos Onéletrajzdbél: ,er machte mich auf
die grosse Liicke in der Parallelentheoriec aufmerksam®.

18 Gauss— Bolyai levelezése p. 99. p
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2 Ugyanott p. 100, um nach unserem Gebrauche in unseren
drei Landescollegien Examen abzustatten, nickt alle thun es, aber ich
will von dieser Regel nicht weichen.

20 Ugyanott p. g9.

2t V. 6. Bolyai—Bodor leveleck, a Mathematikai és Physikai
Lapok XI. kotetében p 198, Gauss—Bolyai levelezése p. 49, 87.

23 Ldsd Gauss—Boly j(ll levelezése p. 96.

8 Ugyanott p. 1

1V, b, ugyanott p- ror és Bolyai— Bodor levelek p. 202.

5 Bolyai — Bodor levelek p. 204. '

% Gauss— Bolyai levelezése p. 98 's kov.

27 Ugyanott p. 87.

28 Bedbhdzy a. i. h. p. 192, 193.

2 V. 6. kiléndosen Gauss—Bolyai levelezése pag 97, 100.

[

%0 Bedé’hdzy a. i. h. 39. .
8t Schmidt a. i h. tévesen 1817-et ir; az 1818 év helyes, a
mit a bécsi cs. és kir. miiszaki Akadémia a Bolyai ilnnepen jelen '
volt képviseldje, Budisavljevic alezredes ur az Akadémia actdi szerint
is igazolt. - '
52-V. 6. pld. Bolyai—Bodor levelek, p. 214; s kov.,, 21, 23,
.24, 25, 28 szamu levelek.
- 88 Bedbhdzy a. i h. p. 77.
34 Bolyai— Bodor levelek p. 214; 1819 jun. 14. kelt levél
35 Ugyanott p. 215, 217.
s Ugyanott p. 218, 219.
37 Ugyanott p. 217.
8 Stickel a. 1. h. p. 242.
9 Stiickel a. 1. h. p. 243. s kov.
40 Stickel a. i. h.
41 Lasd : Jdnos levelét atyjdhoz 1823. nov. 3-drél, mely facsi-
milében egyetemiink emlékiratdhoz van csatolva.
42 Stiickel a. i. h. p. 242 s kov.
43 Ugyanott.
44 Ugyanott p. 246.
45 Ugyanott p. 247.
46 Ugyanott.
11 Schmidt a. i. h. p. 130.
48 Stickel a. i. h. p. 252; Beddhdzy a. i. h. p. 427.
4 Stéiickel a. i. h. p. 252. )
: 8 Bolyai— Bodor levelek p. 228 ; 1825 utdn Jdnos nyugdijazta-
tdsdig (1833) alig volt ismét Marosvdsdrhelyt, de 1829 koril (v. o.

[
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Stickel a. i. h. p. 14.) még egyszer taldlkozott apjdval (v. 6. az 59
szdmu jegyzetet), azonban nem tudni, hogy hol.

21 Stickel a. i. h. p. 252, 253.

53 Bolyai— Bodor levelek p. 229. 1825. dprilis 24. kelt levél.

s Ugyanott p. 228.

8 Stdckel a. i. h. p. 253,

8 Engel, N. J. Lobatschefskij (Lipcse, 1893) p. 370, 372.

# Ugyanott p. 1
7 Lasd Stéickel a. i. h. p. 253.

5 FEngel, a. i. h.

® A Stdckel-tSl a. i. h. kivonatban kozolt feljegyzésekben
Jdnos azt irja: ,Umstinde und Hindernisse verzdgerten die Heraus-
gabe, bis endlich ein zufdlliges Zusammentreffen mit meinem Vater
veranlasste dass ich das Wesen der Sache in lateinischer Sprache
verfasste und Anfang 1831 meinem Vater iibergab®. Ezen passust
Stdckel tr egy 1903. febr. 3. kelt levélben szives volt velem kozdlni,

80 Stdckel a. i. h. p. 254.

8 Gauss—Bolyai levelezése p. 102 s kév. Megjegyzendd, hogy
e helyen, valamint Schmidt-nél a. i. h. p. 141 ,Anhang helyett téve-
sen ,Anfang® dll; az ,Anhang® helyes volta nemcsak a facsimile sze-
rint kétségtelen, de az Osszefiggésbe is j61 beillik, Farkas t. i. azt
irja: ,es ist der erste Anhang (t. i. Appendix) von meinem Werke®.

' 82 (Fauss—Bolyai levelezése p. 109 s kov.

88 Bedohdzy a. i. h. p. 423.

8 Briefwechsel zwischen Gauss und Schuchmacher, Bd. 1L
(Altona, 1860) p. 177, 178. (1828. mdjus 30.)

65 Stdckel a. i. h. p. 255.

86 Jacobi, Werke, 1. kotet (Berlin, 1881), p. 398, 418.

87 Lisd Engel u. S:idckel, die Theorie der Parallellinien (Lipcse,
1895) p. 237 s kov.

6 Procli, in primum FEuclidis elem. libr. comm. £x rec. G.
Friedlein (Lipsiae, 1873). p. 191. ’

8 Engel u, Stdckel a. i. h. p. 145, 257.

0 Stdckel a. i, h. p. 253.

M V., §. kiilénosen Gauss—Bolyai ]evelezése p. 115 lent, p.
116. font.

12 Ldsd levél Gerling-hez (1816 dprilis 14), Gauss, Werke VIIL
kotet (1900) p. 169, levél ZTaurinus-hoz (1824. november 8.) ugyanott
p. 187; v. 6. ugyanott p. 165. ’

13 Stackel Mathem. és Term.-tud. Ertesits 1902, p. 169, 170 és
ugyanott p. 62, 63.

"V, 6. Stdckel megjegyzéseit Gauss mifveinek VIII kéteté-
ben, pag. 253—264.

v
o

4
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15 Qauss levele Bessel-hez (1829 jan. 29), Werke VIIL kotet,
p. 200.

8 Gauss levele Gerling-hez (1832 febr. 14) ugyanott p. 220.

" Bedbhdzy a. i h. p. 442. '

8 Ugyanott p. 3or idézve van Jdnos e nyilatkozata : »gyermek-
“koromtdl fogva egyik f6 alapvondsa volt jellememnek az mazsag hatdr-
talan szeretete erkolcsileg €s tanilage.

™ Ugyanott p. 442.

8o Bol_/m—Bodor levelek p. 228 mely 1r;iszibo| azt is ldtom,
hogy Erdélyre hazai ¢rzéssel tekint vissza.®

8t V. 6. Stdckel, Mathem. és Term.-tud. Ertesno 1899. (Res-
ponsio) pag. 266, 267.

83 Mathem. és Term.-tud Erte51to 1899, 1900, 1902 ; Ems-rh(k—

kal ugyanott 1502.

83 Stdckel a. i. h. 1902, p. 160. v. 6. Bolyai Farkas: Tenta- .
men etc, I. kotet p. 489—490, idézve Geuss—Bolyar levelezésében
p- 194. ]ent.

84 Gauss— Bolyat levelezése p. 112,

"85 Lisd a szovegben cmlitett még ki nem adott Stdckel-féle
értekezést, melyet a kovetkez6kben ,Stdekel kézirat®-nak idézem.

8 PBedGhdzy a. i. h. p. 193.

87 Mathem. és Term.-tud. Ertesitd 1899, p. 259 s kov.

88 Stdckel a. i. h. Bevezetés; ugyane Bevezetést v. 6. a kdvet-
kez8kre nézve is.

8 FEngel u. Stdckel a. i. h. pag 252 és Stdckel Abh. zur Gesch.
der Mathem. IX. kotet, (Lipcse, 1899) p. 416—419.

90 Stdckel, Mathem. és Term.-tud. Ertesits, 1902, p. 16

91 Srdckel ugyanott, 1899, Responsio, Bevezetése.

92 Gauss — Bolyai levelezése, p. 117, 118,

98 Bedbhdzy, a i. h. p..299 s kov ; Ferkas-nak Antal 5cscsé-
hez irt levele késGbben Jdnos kezébe keriilt.

94 Mathem. és Term.-tud. Ertesitd, 1902, p. 40 s kov. Jdnos
értekezésének teljes czime ez:

Tan vagy Jegyzetek vagy Ertekes(let, Eszrevételek &s Hozzd-
vetmények, Vildgositmdnyok, Cédfolatok — némi egyebekkel egyiitt
— jelenleg minden rendszer nélkil a mint jott —

a
Lobatsewsky Miklds
cdr — vagy oroz—csdzdri Valosdgos Alam vagy 4lodalmi Tandcsnok
és a Kasani Egyetembeni Rendes Tandrnak az egy-kozii egyenek
vagyis a' XI. Euklidi elv’ vagy arroli tan’ tdrgydban tett Berlinben
1840. évben ki-jdtt és a Fincke’ konyv-(kereskedd-) boltjaban taldl-
haté iirtani vizsgdlataira nézve,......
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E czim kozlését Kiirschdk ur szivességének koszondm.

95 Ugyanott, és részletesebben Math, u. naturw. Berichte aus
Ungarn XVIII. kétet p. 289. -

98 Stgckel Mathem. és Term.-tud. Ertesitd 1902, p. 44.

97 Ugyanott pag. 64 és Mathem. und nat. Berichte aus Ungarn
XVIIL kotet p. 277; v. 6. Stdckel, de ea mechanicae analyticae parte
etc., Joannis Bolyai in Memoriam (Kolozsvér, 1902.) p. 64.

9% Gauss—Bolyai levelezése p. 115, Stdckel Mathem. és Term.-
tud. Ertesits, 1902. pag. 175; v. d. a Tentamen-nek a 83. jegyzetben
idézett passusat.

% Stdckel a. i. h. 175.

109 Ugyanott.

101 Gauss Werke, VIII. kotet, p. 232.

192 Engel a. i. h. p. 53 s kov.

103 Stickel kézirat. X

104 Utélag Stdckel tGr szives volt velem kozohi, hogy az drtant
a két Bolyai-rél szdl6, késziildben levs, nagy munkdjdban fogja kozolni.

105 Stickel Mathem. és Term.-tud. Ertesits, 1902, p. 172.

108 Ugyanott p. 174. i

101 Abh, der Gott. Ges. der Wissenschaften XIII. kétet (1867), .
Werke (1892) p. 272 s kov.

108 Mathem. Annalen, XXVII. kotet (1866).

19 Réthy Mér, most budapesti miegyetemi tandr.

4*







ML

Alelkes éljenzéssel fogadott beszéd utdn elnokls
rector sorra f{olkérte szo6ldsra a kiildottségek szé-
nokait, a kik az aldbbi rendben a kovetkezd beszé-
deket mondottdk:

Br. E6tvés Lordud,aMagyar Tudomdnyos
Akadémia elnoke:

Tiszrerr UnnerLd GY(OLEREZET !

Kornyez8it8l, atyjdn kiviil, meg nem értve,
magdbdl és magdnak alkotta meg Bolyai Jdnos a
geometridnak azt az @j viligdt, a melynek mély-
ségeiben 8 s késObb az § nyomdokan haladék- gaz-
dag kincseket tdrtak fol a tudomdnynak.

Elismerésre, jutalomra e haziban nem szdmit-
hatott. Nem ldtta &, csak elképzelni tudta azt a,
“szebb vildgot, a melyben &8t megérteni tudé em-
berek is élnek, taldn ott valahol tal a hegyek hatd-
rdn, ott, a hol a gbttingai szellemérids lakik, kirdl
neki atyja, mint ifjakori bardtjdrdl, oly szivesen
beszélt. Ennek az akkor még tgliink oly tdvolra-
esé és idegen tudomdnyos vilignak frta, ennek
elismerésében bizva adta ki Bolyai azt a miivét
melylyel magdnak s magyar nevével magyar nem-
zetének, el nem éviil§ dicséséget szerzett,
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Nekiink, a kik ma, szdz évvel az & sziiletése
utdn, itt osszegylltiink, mdr jobb a sorsunk. Hazdnk
azéta a tudomdnyos vilignak egy évrél-évre gaz-
dagabb termést igér§ tartomdnya lett. Mi gondo-
latainkat, mikor megsziiletnek, mdr a magunk nyel-
vén kozolhetjitk velink egyiitt halad6 palyatarsak--
kal, elismerésre s6t jutalomra mar itthon szdmit-
hatunk. De azért valljuk be &szintén, mi is arra a
tdvolabb, de nagyobb s el nem éviild dics6ségre
toreksziink, a mely Bolyainak adatott, mert tudjuk,
hogy csak az az igazi tudomdny, a mely vildgra
szél; s azért, ha igazi tudésok és — a mint kell
— j6 magyarok akarunk lenni, Ggy a tudomdny
z4sz16jdt olyan magasra kell emelniink, hogy azt
 hazdnk hatdrain tul is megldssik és megadhassdk
neki az ill§ tiszteletet.

Fz a mi eszményiink, ez valécilt meg Bolyai
alkotdsdval egyszer; ilyen teljes mértékben taldn
egyetlenszer. .

Azért siettiink ma ide kiilondsen mi, e hazd-
ban" a mathematikai tudomdnyok mivel6i, hogy a
nagy Bolyai dics6 emlékét s vele sajdt eszményeink
diadalat iinnepeljiik.

Engem a Bolyai tudomdnydban jértaéabb tar-
saimmal egyiitt, a magyar tudomdnyos akadémia
killdott ide. Nem jottiink iires kézzel, tdrsam a
fétitkdr el fogja mondani, mivel jdrdl az akademia
ahhoz, hogy ez a mai ilinnep a jovGben is emléke-
zetes maradjon.

En az egybegyiilteknek tidvozletet hozok.
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Nagységos elnokls- rektor fir! Fogadja kérem
szivesen ezt az lidvozletet. A kozds' nagy czélokra
‘torekvé tudomdnyos. testilletek kolesonss ragasz-
koddsdnak tiszteletteljes megunyilatkozdsa ez, de
oromujjongas is elSrehaladdsunk érzetében, mert
litva azt, hogy hazdnkban immdr a Kirdlyhdgdn
innen és a Kirdlyhdgén tal is nagyrabecsiilik és
serényen miivelik a tudomdnyt, reményleni kezdjiik,
hogy a tudomdnyos viligban lehet még, lesz még
valamikor egy nagy Magyarorszig!

Dr. Szily K4lm4n, aMagyar Tud. Akadémia
f6titkdra kapcsolatosan a kiovetkez§ jelentést tette:

Bolyai Jdnos sziiletése szdzadik évforduldjanak
tinnepléséhez a Magyar Tudomanyos Akadémia
azon hatdrozatdval jdral hozz4, hogy a halhatatlan
tudésnak, valamint az 6 mélyen gondolkozé atyjd-
nak és a tudomdnyban mesterének emlékezetére,
elsd izben léos-bén és azutdn minden 0t6dik évben
a deczemberi &sszes iilésén, a megel6z8 6t évben
bdrhol és bdrmely nyelven megjelent legkivdlébb
mathematikai vizsgdlat szerzdjét, tekintetbe véve:
az illetének el6bbi tudomdnyos miikodését is, 10,000
korona “»Bolyai-jutalom«-mal és éremmel tiinteti ki.
Az érem . egyik oldalit a M. Tud. Akadémia és
Budapest képe; mésik oldaldt magyar felirat disziti.

Ha meghalt {r6 munkdja itéltetik legjobbnak,
az elhunyt 6rokoseinek adatik ki a jutalom.

A jutalom odaitélése évében a M. Tud. Aka-
démia IIL osztilya legkésébb mdrcziusi iilésébdl,
két belsd és két kiilsé tagbdl 4ll6 bizottsigot vilaszt,
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mely oktéber els§- felében, Budapesten egybegytilve
hatdroz. -A Dbizottsdg sajit kebelébdl maga vélasztja
elnokét, ki a bizottsigban szintén szavaz és szava--
zat-egyenl8ség esetében szavazatival dont. Ugyan-
csak a bizottsag valasztja el6addjit is, kia bizott-
ség hatdrozatdrdl, a dfjat odaitél6 Osszes ilés szd-
mdra, részletesen indokolt jelentést készit. :

A bizottsdgi tagoknak esetleg széba johetd
dolgozatai mind a’ bizottsignak hatarozatabol mind
a jelentésbdl ki vannak zdrva.

A kiils§ tagok, kik a tandcskozdsra hozzank
firadnak és néhdny napot ndlunk toltenek, egyen-
ként 1000 korondban részesiilnek. Az el6adoi jelen-
tés tiszteletdfja 3oo korona. '

A jelentés az Akadémiai Ertesit6ben .jelenik
meg; a Magy. Tud. Akadémia gondoskodik - azon-
kivlil a jelentésnek kiilfoldon is kozzétételérSl s a
szovetségben 4ll6 akadf‘mlak szdmdra val6 meg-
kiildésérél.

A M. Tud. Akadémia IIL osztilya ugyanez
alkalomra a »Tentamen« mdsodik kotetének aj
kiaddsdbdl Bolyai Jdnos vildghirli »Appendixc-ét
100 példianyban a kolozsvéri egyetem rendelkezé-
sére bocsdtotta, hogy mindazon tudomdnyosintéze-
teknek és tudésoknak kedveskedhessék vele, kik-
nék a mai emlékiinnep iromanyait meg fogja kiildeni.

A budapesti kir. magyar tudomdny-egyetem
részér6l dr. Frohlich Izidor az elméleti termé-
szettan ny. r. tandra, a kovetkez6 iidvozlé beszédet
mondotta:
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Nacysicos Ecveremi Rector Ur!

TekINTETES EGYETEMI TANACS!

A budapesti kir. m. tudominy-egyetem nevé-
ben és megbizdsdbdl jottiink el, hogy a kolozsvdri
testvér-egyetemet ezen nevezetes alkalombél szi-
viink mélyébdl iidvozoljiik éslélekemels tinnepélyé-
ben részt vegylink. ' o

Biiszkék vagyunk, hogy ily fényes gyiilekezet-
ben megjelenhettiink; de még nagyobb biszkeség-
gel tolt el az az érzelem, hogy egyetemiink kegye-
letes hédolatit fejezhetjik ki azon ritka magyar
tudésok egyikének emlékezete irant, kik mostoha
foldi sorsuk daczdra, langelméjiikkel az 0Ossztudo-
mdny igazi halhatatlanai kozé emelkedtek.

Orommel jelezhetjiilk, hogy egyetemiink tan-
székeir6l hirdetik Bolyai Jdnos szellemének fényes
tanait s hogy tudomdny-szomjas fiatal nemzedé-
kink tisztelettel és lelkesedéssel telik meg e nagy
hazai mathematikusunk eléviilhetetlen alkotdsai
irdnt. _ _
' Bizunk benne, hogy e tindokl példa még
a jov6 évszdzadokba is veti éltet§ és serkentd
fényét; bizunk benne, hogy e haza tuddsai ezentdl”
is mindenkor felismerik és zsinormértékfil tartand-
jdk, miszerint teljes odaadds a tudomdny
irdnt és lelkes, de cselekvd idealismus
azok azeleven tényez8k, melyek a ma-
gyar tudomdnyossdgot nagygyd és tisz-
teltté fogjdk tennil
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. Adja a sors, hogy ez miel6bb, mennél nagyobb
mértékben legyen meg!

S most a Nagysdgos Rector Ur kegyes enge
délyével 4tveszi télem a szét mathematikai kar-
tdrsam. | a '

A budapesti m. kir. tudomdny-egyetem tandcsa
és bolcsészeti kara nevében dr. Beke Mané, a
mathematika. ny. r. tandra: )

Nacvysicos Recror Ur|l -

TexINTETES EcYETEMI TanAcs!

Csatlakozva eléttem sz6l6 . tisztelt Collegdm-
hoz, a budapesti m. kir. tud. egyetem tandcsa és
bolcsészeti kara megbizasibél én is szivem mélyébél
idvozlom a testvéregyetemet, hogy e fényes iinne-
pen alkalmat adott nekiink arra; hogy tudomdnyos .
meggy6z8désiinkbél-eredd legmélyebb kegyeletiink-
nek adhassuk kitejezését azon férfid irdnt,a ki lang-
elméjének isteni eredetii, nagy édes atyjitél kifejlesz-
tett fényével 4tvildgitva az euklidesi geometria egy
nevezetes részét elborité kétezeresztendds
kodon, a kiatudomdnyos alkotds ezen 6rok idedl-
janak minden zugdt, dthaté éles szemével 4dtkutatva,
megtisztitotta attél a folttdl, melyet elStte annyi
"élesb tapintati kivalé mathematikus nem tudott
eltdvolitani, a ki merész kézzel lebbentette fel a
térelmélet igazsigait eltakaré fatyolt, melyhez még
a leger8sebbek is félve nyultak, mert évezredeken
4t erfsen tartotta a geometria atyamesterének
nagy tekintélye, st Gjabban a kdénigsbergi nagy
philosophus egész rendszere. Kegyelettel adézunk
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annak a férfiunak, a ki mint elsd rangd

mathematikai ldngész kikapcsoltaaz euklidesi

geometria szoros ldnczdbdl a laza lanczszemet, j6l
tudva, hogy ezzel magdt a ldnczot még erGsebbé teszi,
a ki szétszedte a hatalmas tudoményos éplilet alap-
kéveit, nem hogy romboljon, hanem, .hogy az 4j
alapokon egy még hatalmasabb, még nagyobb, az
egész el6bbi alkotdst magdba zdré uj épliletet
alkosson.

Az uj alkotds a tudds vildg orok csoddlatdra .
fennall, a tlizprébdt minden oldalrdl kidllotta és
minden kisérlet, mely gyongitésére irdnyult, még
er8sebbé, még hatalmasabba tette. Langelmé)i
épitészei kozott Bolyai mellett a mathematikai
tudomdnyok fejedelmei dllanak, a kiket tudomd-
nyos vizsgdlataik legkiilonf{élébb utjai vezetnek el
ehhez az épfilethez, hogy részint uj meg 4j erds-
séggel, disszel és ragyogdssal lassdk el, részint
szorosabban belekapcsoljdk a tudomdnyos vizsgd-
latok egész rendszerébe és ezzel orok életet, s -
alkotéjanak orok dicséséget biztosftsanak.

Nagy tuddsaink irdnti kegyeletiinket a leg-
“méltébb médon gy tanusitjuk, ha iparkodunk belé-
hatolni szellemiik birodalmédba és az dltaluk folszinre.
‘hozott. kincseket, a mennyire lehetséges, kozkincicsé
teszszitk, hogy a nagy szellem az emberi tudoma-
nyos fejlédésnek nemzedékeken 4t dllaudé irdnyf-
téja legyen. A kolozsvari testvéregyetem tandrai
mar régéta gondoskodnak arrél, hogy a Bolyai
irdnti kegyelet ilyen, tudésokhoz a‘legeslegméltébb
formaban nyilvdnuljon. Keletkezése éta rendes idé-
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kozokben mindig gondoskodott arrdl, hogy ezen
eszmék elterjedjenek és a nem euklidikus geometria
els§ terjeszt8i kozott foglalt helyet. Ebben a tekin-
tetben mi is kovetjiik példdjat ésvallvetett munkd-
val bizonynyal elérjiik, hogy a magyar tudomanyossdg
jové bajnokai Bolyai szellemi alkotdsai irdnt vald
meleg érdekl8déssel és szeretettel foglalkoznak a
mathematikai tudoményok mindazon részeivel, me-
lyekkel e vizsgdlatok ©sszeszov8dnek és abbdl az
emelkedett szempontbdl, melyre az absolut geome-
triai ismeretek helyezik : biztosabban és jobban fogjdk
attekinthetni a kozopséges geometria birodalmadt,
melynek egész hazai ifjusdgunk szellemi kimivelé-
sében elsérangd szerepe van s melynek minden
tudomdnyos fejlédésre kozvetve, vagy kozvetlentil
a legnagyobb fontossiga van.

Igy vidlik, mint a nagy fiinak nem kisebbatyja
mondd Bolyai alkotdsa e hazdnak, e nemzet-
nek dics86ségére és Bolyai méltdn élhetett
abban a meggyd8z8désben, hogy »e dolog tisztdzdsdval
a tudomany valédi oregbitéséhez és ennélfogva az
emberi sors emeléséhez a legfontosabb és legfénye-
sebb adalékok egyikét szolgdltatta.«

Ez a mai innepély kell, hogy Bolyai Jdnos
irdnti kegyeletiink fokozdsa mellett egyattal emelje’
a nemzeti Onérzetet, a nemzeti &ntudatot és ezzel
a jov6be vetett bizalmunkat és azt a mély meg-
gy8z8désiinket, hogy ennek a nemzetnek, melynek
fiai kozlil daczdra az egyéni, csalddi és tdrsadalmi
szerencsétlen viszonmyainak Bolyai a mathematika
egén tiindokl6 els6rendli csillagok kozé tudott
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emelkedni, az emberiség fejl6désében nemcsak poli-
-tikai, nemcsak gazdasdgi, hanem szellemi hivatdsa
is van, melyet szerencsésebb viszonyok kozétt a
culturalis factorok fokozédé egyiittmilkodésével
bizonynyal be is fog tolteni. E meggy8zédés oly
becses, oly felemels, hogy e testvéregyetemnek,

mint a nagy nemzeti meggy&z6dés életre kelt8jének
ujbél legmelegebb koszonetet mondok.

A budapesti m. kir. Jézsef-milegyetem nevében
dr. Rados Gusztav amethematikany. r. tanéra:

Nagvsicos Rektor Ur!

NacyrexkiNTETU EcveTtemr Tanics!

A magyar kirdlyr Jézsef-miegyetem tanéicsa
orommel és lelkesedéssel ragadja meg az alkalmat,
hogy a kolozsvari tud.-egyetemnek, a hazai mivels- -
dés e nagyhivatdst végvarinak, Alma Materét
a mai linnepély alkalmabdl legmelegebben iidvozolje.

Ezen az linnepen a kolozsvari egyetem tudés tanari
kara kegyelettel, de biiszkeséggel 1s emlékezik meg
Kolozsvar egyik nagy sziilottének, Bolyai Janos
sziiletésének szazadik éviorduldjardl; s méltan, mert
Bolyai Janost az 6 o6rokbecstt miiveiben nyilvanulé
éles logikaja, gazdag phantasijja, intuitidjanak teremtd
ereje mar régen a mathematikai tudomanyok ama
herosainak sordba emelték, a kiknek neve a tudo-
many-torténet legdicsébb lapjain tiindoklik.

Bolyai Jinos mitsem tdlzott, a midén nagy
‘eszméinek megfogamzasakor a felfedezés mamoraban
fgy kidltott fel: »@j vildgot teremtettem«, mert a
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mit teremtett, az'a geometridban uralkodott évezredes
elitéleteknek véget vetvén, a mathematikai és bolcse-
leti kutatdsnak megmérhetetlen 1j teriiletet hoditott.

A mai innep jelentbsége messze tdllépi a helyi,
de még az orszigos linnepek keretét is: a nemzet-
kozi tudomany iinnepnapja ez és kebliinket biiszke-
ség dagasztja, hogy az iinnepelt édes hazanknak fia.

Taldan kiilonosnek tetszik, hogy a miiegyetem
tanarai, a gyakorlat emberei, ily lelkes Grémmel
veszik ki résziiket a tisztan elméleti tudomany linnepé- ~
bél. Hiszen a gyakorlat 6rokzold faja és az elmélet
sziirkesége kozottt ellentét immar szallé igévé valt.
Valéjadban ez az ellentét csak fictio, mert a gyakor-
lat és elmélet nemcsak hogy nem ellentétesek, hanem
kolcsonosen  kiegészitik egymést. Mi nagyon j6l
tudjuk, hogy tudds egyetemi tanarok dolgozé szobai- |
ban és laboratoriumaiban teremtetiék meg azt az
alapot, melyen a muiegyetem tovabb épit. Szellemi
anyank kozos: egyazon alma mater, a ki legérettebb
és legnemesebb gylimolcseit onzetlenl nygjtja a
gyakorlatnak, mig ez viszont az elméletet szolgélja
és istapolja is, midén a tudomdnyt a vald élettel -
egyesiti. Csak a munka megosztasa kilonitette el
-ttainkat, de él benniink a szdrmazas vérkozosségé-
nek tudata s e tudatbdl- fakadé testvéri szeretet
0sztonoz benniinket arra, hogy a mai iinnepen a
kolozsvari egyetem alma materét azzal a régi fel-
kialtassal tidvozoljiik: vivat, crescat, floreat in aeter-
nitatem ! ‘ '

Bolyai sziiletése ta egy eredményekben gazdag
és fényes szdzad mult el; mi sziviink egész melegé-
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vel kivadnjuk, hogy e langeszli tudds " sziiletés-évior-
duléjanak megiinneplése a kolozsvari Ferencz Jézsef

‘tudoményegyetem torténetében sikereire épen olyan
biiszke szazad el6hirnoke legyen! Lebegjen az iinne-
pelt szelleme, a tudoméinyos kutatds, — a genialis
alkotas szelleme, a kolozsvari tudoményegyetem
felett mindenha!

A bécsi cs. és kir. miiszaki katonai Akadémia kép-
viseletében Budisavljevi¢ Emanuel alezredes:

Evure MacNiricenz !

Houer SenaT!

Die technische Militir-Akademie, die Nachfol-
gerin jener Ingenieur-Akademie, die zu ibren Schiilern
den genialen' Bolyai zihlen durite, begliickwiinschy
durch ihre Vertreter die K. Franz Josefs-Universitit
zu der erhebenden Feier, gewidmet dem Andenken
des grossen, unsterblichen Sohnes der ungarischen
Nation. '

Der Name Bolyai schlinge um die beiden Pflege-
stitten der Wissenschaft, die Universitdt und die
technische Akademie, das unsichtbare und doch so
feste Band der Sympathie, welcher Ausdruck gegeben
sei durch den inneren und aufrichtigen Wunsch:

Stets blihe und gedeihe die Franz Josets-Uni-
versitdt zur Freude und zum Ruhme des stolzen,
edlen Vaterlandes.

A Mathematikai és Physikai Tdrsulat nevében
dr. Kiirschiak Jézsef, a geometria mliegyetemi
ny. rk. tandra: -
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Nacvsicos Recror Ur! NacyTexinTETG Ecveremi Tanics!
MELYEN TISZTELT UNNEPLG KOZONSEG!

Bolyai Janos sziiletésének szazéves emlékiin-
nepén a Mathematikai és Physikai Téarsulat is sziv-
bél udvozli a m. k. Ferencz Jézsef tudomany-egye-
temet. A tarsulat kiilonds o6rommel litja, hogy az,
mivel rovid fennélldsa Gta szerény eszkozokkel a
nagy mathematikusnak emléke irdnti kegyeletét ki-
fejezte és az egyetem fényes iinnepélyének tényei
mily szervesen egészitik ki egymast. Az egyetem
ma emléktablaval ékesiti azt a héizat, hol az absolut .
geometria langelméji ~ ir6ja sziiletett; a tarsulat
1894-ben sirkével jelolte azt a hantot, mely alatt
Bolyai Janosnak teljes életén 4t az elismerésért
hasztalanul szomjuhozé szive 6rok nyugalomra talalt.
Az egyetem mai. iinnepi kiadvinya széles e vilag-
nak hirdeti, hogy a mathematika utolsé félszdzados
fejlédésében mily Gridsi szerepe jutott az absolut
_ geometridanak; tarsulatunk a tudomanyszomjas ma-
gyar olvasénak tette hozziférhetévé Bolyai Janos
remek Appendixét, mid6én annak sikerdlt magyar
forditasat kiadta. Barha dGtjaink még sokszor talal-
koznanak a hazai tudominy muvelésében és sikerei-
nek iinneplésében.

A marosvasarhelyi ev. ref. kollegium képvise-
tében Csiki Lajos kollegiumi igazgaté:

Nacysdcos Recror Ur!
Meuwven Tiszrert Ecyeremi Tan4drr Kar!

Mint a marosvésérhelyi ev. ref. kollegium kiil-
dotte orommel ragadom meg az alkalmat, hogy
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El6harésagunk és Tanarkarunk nevében dszinte
koszonetemet tolmacsoljam a megtiszteld meghiva-
ért, Kollegiumunk résztvevése ezen lélekemeld iinne-
pélyen .anndl kozvetlenebb, mivel Bolyai Janos kol-
legiumunk egykori nagyhirli tandranak, Bolyai Farkas-
nak fia és intézetinknek ndvendéke volt. Bolyat
Janos Kolozsvart pillantotta meg el6sz6r a napvila-
got, langlelke azonban Maros-Vasarhelyt nyerte
éltetd taplalékat s foldi porai is itt, az ev. ref. sir-
kertben talaltak 6rok pihenét. _

Vajha ama fény -és vildgossig, melyet e tine-
ményszert langész édes magyar hazankra deritett,
tudomanyos életiink egén vezéresillag gyanant mind-
orokre fennen lobogna!

Az ErdélyiIrodalmi T4rsasigiidvézletét dr. Sza-
mosi Jdnos a classicaphilologia egyet. ny. r. tanara,
a tarsulat alelndke a kovetkezékben tolmacsolta:

Az Erdélyi 1rodalmi Téarsasadg nagy orommel
és hal4ds koszonettel vette a m. kir. Ferencz Jézsef
tudomédnyegyetem meghivasat Bolyai Jénos iinne-
pélyére s a legnagyobb készséggel kiildotte ki kép-
visel6it és bizta meg -ez 1d6 szerint -mtkods alel-
nokét azzal, 'hogy tarsulatunk érzelmeit e nagy jelentd-
ségii linnepélyen tolmacsolja.

Igaz ugyan, hogy tarsasagunk czélja elsé sor-
ban a szépirodalom mivelése s a tudomanyok ered-
ményeinek szép, tetszets alakban valé s épen azért
a mivelt nagykozonség korében alkalmas terjesztése,
de igen természetesen — mint nemzeti, magyar
tarsasdg nem lehet kozonyos az egyetemes magyar

3
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tudoményossdg, nemzetink nagyjai és dics6sége
irant. :
Anndl kevésbbé lehet kozonyods akkor, a mikor
oly nagyunkrél van szé, a ki mint egy szak refor-
matora A4rasztotta be dicséségével az egész tudo-
manyos vildgot, a kinek miive ma a vildg minden
muvelt nyelvére leforditva kozkincs, a ki a magYar
névnek, a magyar tudoményossagnak hirt és nevet
szerzett.

De Bolyai Janos tinnepén lehetetlen, hogy ne
jusson eszinkbe a szintén nagy nevilt apa Bolyai
Farkas, a ki a mathesis mellett a szépirodalomnak
is lelkes muveldje volt, még pedig nem siker nélkil
és a kinek dramai miveiben az avult kiilsé alatt
sok mély, 6rok szép és valéban koltsi gondolat rejlik.

Végre iinnepeljiik Bolyai Janosban a koltéi lang-
észt 1s, mert valéban koltek, koltér langelmék azok,
a kik az emberiséget vildgra sz616 talalmanyokkal,
felfedezésekkel gazdagitjdk, a -kik rendszerint az
-1steni szikra hatasa alatt jutnak egy-egy ihletett
pillanatban nagy eszméikhez.

Mindezeknél fogva az Erd. Irod. Tars. nevében
kifejezem tiszteletiinket, hédolatunkat a nagy Bolyai
Janos dicséiilt - szellemének s kivanjuk, vajha a
Bolyaiak felidézett szellemeinek hatésa hazinkban s
a tudomanyok e szent csarnokédban a mathesisnek
* hivatott, buzgé és nagy muveldket lelkesitene!

Végtl Beddhdzy Janos orsz. képvisels, a
két Bolyai életirdja, mint a ki két évtizeden 4t mikodott
Bolyai Janos atyjanak tanszékén; lendiiletes szénok-
latban hédolt a nagy mathematikus emlékének.
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A tartalomban és elragadé eldadisban egy-
méssal vetélkedé szénoklatok lathatéan mély hatast
gyakoroltak a kozonségre, a mely mindannyiszor
lelkestilt éljenzéssel nyilvanitotta tetszését, az elnoklé
rector pedig a kovetkezdleg adott kifejezést dszinte,
meleg koszonetének :

MeLven tiszrert KuLpoTr Urax!

Mélitéztassanak egyetemiink halas koszonetét fo-
gadni Unnepiinkben valé részvételiikért, valamint az
elhangzott lélekemeld felszélaldsokért, a melyekkel
innepiink fényét emelni, benséségét gyarapitni kegye-
sek voltak. Fogadja kiilondsen a Magyar Tudomanyos
Akadémia mély koszonetiinket, hogy "a nagy térfid
vildgrahaté szelleméhez méltdan, az egész vilag tudésai-
nak megnyitott alapitvanya kihirdetésére a mi inne-
plinket itélte megfelel6 alkalomnak; fogadja koszone-
tlinket az Akadémia III. osztalya nagy érték( ado-
manyaért, - a melylyel a ‘legszebb mdédon kivanja
el6ségitni tudomanyos -0sszekottetéseinket. Midén
résziinkrél kész oromest teszek tandsigot arrdl,
hogy nagybecsi megjelenésiikkel sziviinkbe a kedves
visszaemlékezés magvait hintették el, ohajtom, hogy
az linnepelt nagy szellem emléke fakaszszon bé aldast
mindny4jukban ! | ’

- Kapcsolatosan jelentette a rector, hogy az tinnep
alkalmabél taviratban fejezte ki udvozletét a gottin-
geni mathematikai tdrsulat, valamint gréf Kuun
Géza; levélben: a mathematikusok német egyesi-
lete s a selmeczbidnyai Banyészati és Erdészeti
Akadémia. ' :

-

\ 5*-
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Befejezéstil az ifjisdgi dalegyesiilet a kiraly-
hymnust -énekelte, melynek elhangzdsa utan szét-
osztatott a kozonség kozott a mathematikai és ter-
mészettudomdanyi kar altal ezen alkalomra kiadott:
Libellus post saeculum quam Joannes
Bolyai de Bolya anno MDCCCIL a. d. XVIIL
Kalendas Januarias Claudiopoli natus
est, ad celebrandam memoriam eius 1m-
mortalem ex consilio Ordinis Mathema-
ticorum et Naturae Scrutatorum Regiae
Litterarum Universitatis Hungariae Fran-
cisco-Josephinae Claudiopolitanae edi-
dus. Claudiopoli, MCMIL czimd emlékirat, a
mely a Bolyai Janos absoluta geometriajara vonat-
koz6 irodalomnak dr. Bonola Réberttdl egybe-
“4llitott repertoriuman és Bolyai Janosnak atyjihoz
intézett egyik levele hasonmasian kivil magéban
foglalja dr. Schlesinger Lajos és dr. Stackel
P4l amaz értekezéseit, a melyek magyar forditasban
aldbb kovetkeznek. »

Az iinnepre szdmos intézet és tarsulat kiildotte
el :a tavolbdl képviselbit. A Magyar Tudoma-
nyos Akadémia részérfl megjelentek: Br. Eot-
vés Lorand elnok; -dr. Szily Kalman-fétitkar, dr. Réthy
Mor rendes, dr. Kiirschak Jézsef és dr. Totossy Béla
levelezd tagok; abudapesti m. kir. tudoméany
egyetem ésbilcsészeti karatdl: dr. Frohlich
Tzidor és dr. Beke Mané ny. r. tanarok; a Jézsed-
mlegyetem képviseletében: dr. Réthy Mdr, dr.
Rados Gusztav, dr. Totossy Béla és dr. Kiirschak
Jozsef ny. r. tandrok; a bécsi cs. és kir. miszaki
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katonai Akadémiatdl: Budisavljevit Emanuel
alezredes, a felsé mennyiségtan tanara; Csaszar Andor
III. Bartha Kéroly IL és Vikar Kalman I. éves. akad.
novendékekkel; a Mathematikai és Physikai
Téarsulattdél: dr. Kiirschak Jézsef; a maros-
viasédrhelyi ev. ref kollegium képviseletében
Csiki Lajos igazgaté, Pall Karoly tanar; az orsz.
kozépiskolai tanaregyesiilettél dr. Wald-
apfel Janos, dr. Léky Béla fégymn. tanar és Bour-
naz Janos felsd lednyisk. tanir; az enyedi Beth-
len-Kollegium részérél Fogarasi Béla igaz-
gaté. Tovabba: Bedbhazy Janos orsz. képviseld,
Bolyai Dénes, az innepelt fia, Koncz Jézsef maros-
vasarhelyl nyug. tanar, dr. Toth Lajos kozokt.
minist. osztalytanacsos. A helybel iek koziil: az
erdélyi ev. ref. egyhaz képviseletében:
Kenessey Béla, a ref. theol. facultas. igazgatdja,
Nagy Kéroly theol. tandr; az unitarius egyhéz
Képviselé Tanadcsa részérdl: Ferencz Jézsef
puspok, Nagy Lajos ny. tanar; Kolozsvarme-
gye képviseletében gr. Béldy Akos f8ispan, Dézsa
Endre alispan; a kolozsvari kir. itéld tabla-
t41: Fekete Gabor elndk és Heppes Miklés tandcs-
elndk; a katonasag részérél: Palkovics Jézsef
ny. altdbornagy, egykor tanar a bécsi cs. és kir.
muszaki katonai Akadémidn, Sauter Gaspar hon-
védezredes, Dedk Zsigmond honvéd- alezredes, Pro-
danovics Istvdn alezredes, dr. Turcsa Janos torzs-
orvos, a két utébbi a cs. és kir. 51. ezred parancs-
noksaganak képviseletében, Haubert Kamillo 6rnagy
és Raics Karoly szazados; Kolozsvar sz kir.
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varos tanacsa részérdl: Szvacsina Géza polgar-
mester, Salamon Antal, Fekete Nagy Béla, Ehrlin-
ger Lajos tandcsosok, dr. Esterhazy Laszl6 {6jegyzé ;
Russel Kéroly a Kalazantinum, Boross Gyorgy
az unit. theologia igazgatfja; az ev. ref
fé6gymnasium képviseletében: dr. Torok Istvan
igazgaté, dr. Imre Séndor tanar; a kath. f6gym-
‘nasium részérél: dr. Erdélyi Karoly igazgatd,
Kozar Ferencz hazfénok, dr. Léky Béla tanar; az
unitdrius gymnasiumérdél: Gall Kelemen
- igazgatd; az Erdélyi Irodalmi Tarsasagtdél:
dr. Szamosi Jénos alelnok, dr. Csengeri Janos titkar
és Héry Bélar. tag; a kir. mérndki hivatalt
képViselte Gere Kéalman {6mérnok, a kulturmér-
noki hivatalt Brutsi Laszl6 kir. mérndk; a
kivaltsdgos kolozsvari kereskedd tarsu-
latot Tamisi Istvin alelndk és dr. GAman Jézset.
jegyzé, a magyar-franczia biztosité részvénytarsasig
erdélyrészi vezériigynokségét Csermak Gyula.

Az emlékkdnyv kiosztdsa utdn a rector felhiva-
sara az unnepl§ kozonség Bolyai Janosnak iinnepi
diszt 6ltott sziilohdzdhoz* vonult, hogy jelen legyen
a mathematikai és természettudoményi kar altal e
haz Deak Ferencz-utcza fel6li homlokzatan folallitott
emléktablanak a vérosi hatésig oltalmaba leendd
atadasanal.

A helyszinén dr. Farkas Gyula, a mathe-
matikai és természettudoményi kar dékdnja Sala-

* Tivoli-utcza 1. sz. a, jelenleg a Kolozsvdri Kivdltsigos Keres-
kedS Tdrsulaté, a mely az épiletet a legnagyobb elSzékenységgel
engedte dt az Gnnep czéljaira
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"mon Antal varosi tanicsoshoz, mint Kolozsvé,
varosa tanacsanak kikildottéhez a kovetkezé beszé-
det intézte:

TexINTETES TanAcsos Ur!

. A magyar kir. Ferencz Jézsef Tudomdny--
egyetem math. és termt. kara mdr ezel6tt 3 évvel
elhatdrozta, hogy Bolyai Janos'sz(ilhdzdt felkutatja
és emléktdblaval jeloli meg. Kutatdsiban nemes-
Varosunk tek. Tandcsa is tdmogatta.

Az els6 nyomok mds hdzhoz vezettek, a mely

a Dedk F. utcza tulsé oldalin Betegh Balint bir-
tokos tulajdona. Bolyai Jdnos sziiletésekor Bodor
Palnak, az erdélyi cassa provincialis ellen8rének a
hiza 4&llott ott. : ,

Azonban egyik tandrtdrsam megdllapitotta, hogy
ebben a hdzban sziiletett Bolyai Jdnosunk, a mely
jelenleg a helybeli kivdltsigos Kereskedd Tdrsulaté,
akkor pedig Bolyai Jdnos anyai nagyatyjdnak,

Benkd Jézsefnek a birtokdban volt.

Ennek- a kideritése .utdn a Keresked6 Tarsulat
" igen szives engedelmébdl, az emléktdbla foldllftdsdt
azonnal foganatosftotta a kar.

- A tdbldn Bolyai Janost magyar Euklidesnek
mondja, mert geometridnak az alkoté mestere volt,
mint Euklides. Atyjdt Bolyai Farkast is megnevezziik
a tabldn, mert, mint a Tentamen mély gondolkozdst
szerz6je, megérdemli ezt, mihez jarul, hogy atya volt
6 Janos mathematikai tehetségének fejlesztésében is.

Abban a biztos tudatban fordulok most a tek.
Tandcsos urhoz, hogy Kolozsvar szab. kir. vdros
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. érdemes kozonsége Bolyai Jdnos. itt sziiletésének
emlékét mindig becses kincse gyandnt fogja. Srizni
s kérem, hogy az emlék-kovet a tekintetes vdrosi
hatésdg oltalmdba fogadni méltéztassék.

Salamon Antal lelkes szavak kiséretében
fogadta az emléktdbldt a vdros oltalmdba, igérve,
hogy a vdros a legnagyobb kegyelettel fogja
megOGrizni. :

Most a Magyar Tudomdnyes Akadémia, a
budapesti kir. magyar Tuc{oményegyetem, a Mat-
hematikai és Physikai Térsulat, Kolozsvdr sz. kir.
vdros kozonsége és a kolozsviri m: kir. Feréncz
Jézsef Tudomdnyegyetem koszortit helyezték el az
emléktablara; a melynek szovege a kovetkezd:

»Az 1802. év 12. havdnak 15. napjdn, ittszii-
letett Bolyai Bolyai Janos, a magyar Euklides,
Bolyai Bolyai Farkasnak, a Tentamen mély
gondolkozdsii szerz8jének fia. Minek az emlékezetére
szdz év multdn a Ferencz [¢zsef Tudomdnyegyetem
mathematikai és természettudomdnyi kara allita
e kovet.” '
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Bevezetés.

Ha egy z=f(%) egyértékll és pefiodikus figg-

vénynek
n=ptoV—1

fiiggetlen véltozdéjét egy I eumklidesi sik pontjaival
dbrazoljuk, akkor az yj viltozé egy w periodussal
valé novekedésének a sik maga-magiba valé pdr-
huzamos eltoldsa felel meg. Az f () fliggvénynek
periodiczitdsa tehdt geometriailag - jellemezhetd az
altal, hogy ezen fiiggvény értékét az euklidesi stk
bizonyos pdrhuzamos eltoldsai nem viltoztatjdk.

‘Ismeretes, hogy az cuklidesi sik legaltaldnosabb
eltoldsdt a

=T
C=e (n+w)

képlet fejezi ki, melyben § egy realis szoget, v
pedig egy tetsz6leges mennyiséget jelent, s a mely
eltolds az ytw pdrhuzamos eltoldsbdl és § szog alatt
valé forgatdsbdl tehetd Ossze. Ennek alapjdn nem
nehéz megalkotni oly  egyértékll fiiggvényeket,
melyek a ¥ siknak bizonyos, pédrhuzamos  eltold-
sokbdl és forgatdsokbdl osszetett eltoldsai mellett
értékitket nem vdltoztatjdk meg. Ezen figgvények
biperiodikus fiiggvények segélyével el8dllithaték
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s e mellett mutatjidk azt is, hogy a komplex véltozé
azon egyértékii fiiggvényeinek osztalydt, melyek
oly tulajdonsdguak, hogy az euklidest sik bizonyos
eltoldsai mellett nem vdltoznak, a biperiodikus fiigg-
vények osztdlya lényegében kimerfti.

A komplex viltozd ama egyértékl figgvé-
nyeinek felkeresése dltal, melyek az anti-euklidesi
sk eltoldsaindl ugyanoly szerepet jatszanak, mint
a biperiodikus fiiggvények az euklidest - sik eltold-
saindl, egy oly liggvényosztilyhoz jutunk, mely az
egy valtozds fiiggvények korében a Dbiperiodikus
fiiggvények osztilydnak természetes altaldnositdsa
gyandnt tekintendd.

Hogy a komplex mennyiségek analizise és az
abszolut geometria, killonosen az abszolut sik, a
hypersphaerak, sphaerak és parasphaerak geomet-
ridja kozott Osszefiiggés létezik, azt mar

Bolyar Jdmnos,
az abszolut geometridnak megalkotdja, kinek emlé-
kezetére ez értekezés megiratott, felfedezte.t A
komplex mennyiségek €s az abszolut geometria
kozott -lev6 ama vonatkozdsok azonban, melyek a
fentebb emlitett fiiggvényosztdly elméletére nézve
nagy {ontossaggal birnak, késébbi kutaték dltal,
kiknek sordbdl kiillonosen Beltrame és Poincaré, emel-
kédnek ki, lettek kifejtve. Ugyanis ezen - férfiak

1 V. 6. erre vonatkozdlag a Stdckel 4ltal Bolya: ¥. hagyaté-
kabol kiadott ,Responsio® g-—11 §§-ait {(Mathematische und Natur-
wissenschaftliche Berichte aus Ungarn, XVI, két. 288 1. s kov.) és az
ugyancsak Stdcke/ dltal kiadott jegyzeteket (u. o. XVIIL két. 256
1. s kév.) )
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eljdrdsa szerint egy Bolyai-féle sik pontjaihoz azon
komplex értékek sokasdgdt lehetegyértékiileg kije-
16lni, melyekre nézve
I+c(p+q2)=0,

hol ¢ a Bolyar 3ltal az »Appendix«-ben z-vel jelolt
meannyiséggel, mely a Bolyar-féle stk természetét
hatdrozza meg, a ¢z?=—1 egyenlet dltal van Ossze-
kapcsolva. Ennélfogva azon

n=ptgy —1
komplex értékek, melyekre nézve
I+e(p2+qg)=0,
a Bolyar-féle sik végtelen tavoli pontjainak felelnek
meg; ezen sfk magamagdba valé eltoldsait a
_ontp
(1) E—m+5
egységnyi determinanssal biré projektiv substitutiék
fejezik ki, mely substitutiék az
‘ - 1+o(pP+q?)
kifejezést egy pozitiv tényez616l eltekintve 6nmagdba
transformaljak.
Az m-nak azon egyértékil fiiggvényei, melyek
a Bolyar-féle sfk bizonyos eltoldsai mellett értékiiket
nem valtoztatjdk meg, az 7-nak csak az

I+e(p+q?) >0

egyenl8tlenséget kielégitd értékei .mellett vannak
meghatdrozva s ugyanazon értékeket veszik fel,
hogyha n-ra bizonyos az (1) alakkal biré substitu-
tidkat alkalmazzuk.



Ezen fiiggvényeknek egy speczialis esetét (az
tgynevezett modul-figgvényt) maga a biperiodikus
fuggvényeknek elmélete szolgdltatja; az 4ltaldnos
elméletnek megalapitéja Poincaré, ki ezen fiiggvénye- -
ket Fuchs-féle figgvényeknek nevezte, s ki tobbegy-
kord mathematikussal egyetemben az elméletet tovdbb
fejlesztette. A Fuchs-féle figgvények kivilé fontos-
sdga ama korlilményben rejlik, hogy ugy az érdekes
analytikai tulajdonsdgok gazdagsé'géval bévelkednek,
valamint abban, hogy két komplex véltozé kozott
fenndllé bizonyos tobbértékli reliczibknak egyérté.
kiiekké valé 4talakitdsira alkalmazhaték.

A hogyan- uzyanis a helynek egyértékl figg-
vényei a Riemann féle felilleten, ha az egyszeresen
osszefiiggl, egy segédviltozénak raczionalis, ha
‘hdromszorosan dsszefiigg8, annak egyértékl és bipe-
riodikus fiiggvényeiként 4llithaték els, ugyanoly médon
a (2p+1)-szeresen osszeliiggd Riemann-féle felileten,
ha p>1, a helynek fiiggvényei egy segéd-viitozd
egyértékli Fuchs-féle figgvényeikéat dllithatdk eld.

Ezen el6allitds lehetévé teszi, hogy ily (2p+1)-
szeresen Osszefiigg§ feliiletek geometriai szerkezetébe
bepillantsunk, fsleg pedig viligosan mutatja, hogy egy-
felsl a folytonos deformdcziéndl, mdsfeldl a conformis
leképezésnél mily invarians tulajdonsdgok lépnek fel.

Hogy azon értékeknek, melyeket a Fuchs-féle
fuggvény fiiggetlen vadltozéja felvehet, a Bolyai-féle
sfkon valé dbrdzolisa mily szoros osszefiiggésben
van ezen figgvények elméletével, az kitiinik abbdl,
hogy ez altal nemcsak azon analogidkat ismerhétjitk
meg, melyek ezen és az euklides: sik eltoldsaindl
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nem véltozé figgvények kozétt fennsllanak, hanem
levezethetjik kizirélag a Fuchs-féle fliggvényekre
nézve sajitos tulajdonsigokat is. Ezért mond4
Poincaré:t »Cette terminologie (r. i az abszolut
geometridnak) m'a rendu de grands ‘services ‘dans
mes recherchesc.

Ama Fuchs-féle figgvények, milyenekrdl e
helyen emlitést tettiink (Poincaré jelolése szerint:
az els6, mdsodik, hatodik csaldd), két* irdnyban
dltaldnosfthaték. Elészor elhagyhat6 azon feltétel,
hogy "a fiiggvények a valtozénak csak azon értékei
mellett létezzenek, melyek a Bolyai féle stk valés
pontjainak felelnek meg; tovabbd megsz'dn'tethetéi azon
megszorfids, hogy a projectiv substitutiék a Bolyai-
{éle siknak maga-magdba vald eltoldsait 4llftjdk el8.

Azon fiiggvények elméletére, melyekre nézve
az utébbb emlitett megszorftis nem 4ll, s a melye-
ket Poincaré ‘Kle'm-fél'e fiiggvényeknek nevezett, az
abszolut geometria szintén hasznalhatéva tehetd, az
dltal hogy a komplex viltozd tetsz8leges projektiv
substitutioit egy hdrom dimenziés Bolyas féle tér
eltoldsaiként felfogjuk.z

A. kovetkez8kben arra fogunk torekedni, hogy
az abszolut geometridnak az itt érintett fiiggvények
elméletére valé alkalmazdsait bemutassuk, midén is
bizonyos geometriai problemdkbdl kiinddlva a Fuchs-
féle fiiggvények (els6, mdsodik, hatodik csalddja-
nak) és bizonyos, ezekkel rokon fiiggvények elmé-
letének inkdbb szintétikus - Gton valé felépitését

t Acta Mathematica, I kot. 8 old.
1 V. 8. pl. Poincaré, Acta Mathematica, III. két.
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fogjuk roviden vdzolni. Az emlitett dltaldnos fiigg-
vényeknek, melyek -projektiv substitutiok alkalma-
zdsit engedik meg, elméletét, tekintettel ezen érteke-
zés czélja altal kijelslt hatdraira, teljesen -mell8zziik.

L
Az ,,analysis situs“-ra vonatkozé vizsgalatok.

Riemann-nak az érdeme, hogy felismertiik, mi-
szerint bizonyos analitikai viszonylatok geometriai
szemléleténél a geometriai alakzatoknak nemcsak
a méretre vonatkoz6 tulajdonsigai birnak unagy
fontossdggal, ‘hanem azok is, melyekben csak hely-
és .alak-viszonyokrél van sz6,' melyek tehit — mint
Lasting® mondja — nem a mennyiségre és.a kiterje-
dés nagysagdra, hanem az elrendezés és elhelyezés
médjdra vonatkoznak. A geometriai alakzatok ezen
tulajdonsagairél sz616 tant egy, Letbnitz® dltal-beveze-
tett terminussal, ,analysis situs“-nak nevezzitk. A
feliileteknek az analysis situsra vonatkozé tulajdon-
sdgaival Bolya: Janos is foglalkozott. Terjedelmes
kéziratdban, melyet életének utolsé -éveiben készf-
tett s mely , Raumlehre“ czimet visel, egyes jegy-
zetek taldlhatdk, :melyeket Stdckel, ki ezen kéziratot
a hatrahagyott (ratok kozott .megtaldlta, velem
kozolni szives volt.

" 1 Riemann, Opera Mathematica (Lipcse, 1890.) g1 1.
. 2 Census raumlicher ‘Complexe (Géttinga, '1862.) 13 1.
¥ Listing a ,Topologia eltanilmdnyai® (Gottinger Studien,
1847, 1. 'rész) mdsodik fejezetében igy idéz: ,je croy, qu'il nous faut,
encor une autre analyse proprement géometrique . . . qui nous ex-
prime directement situm, comme 1'Algébre exprime magniiudinem®,
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»Egyszerli gorbe, paly4ja az olyan pontnak, mely
egy mar elhagyott helyre tobbé nem 1ép, de a kiin-
duldsi helyre visszatér«. Az egyszeru felilletet ha-
sonl6 médon akarvan definidlni, nehézségek merdl-
nek fel. »Egy tetszéleges feliileten tetszbleges szamu
lyukat lehet. kiszurni s az ott hozzaillesztett csoveket
paronként egyesiteni. Ilyen a legaltalanosabb egyszert
feliilet«<. Erre vonatkozélag a margén ezen megjegy-
zés van odavetve: »A bizonyitis keresendd«, ellen-
ben egy mdsik jegyzet elbirja, hogy »az egyszert
feliileteknek kiilonboz6 fajai felsorolanddk«. Az. egy-
szerli felileteknek kiilonbo6zé fajainak ZBolyas Altal
adott megkiilonboztetése a két dimenzids sokasig-
nak az analysis situs szempontjabdl val6 osztalyoza-
sdnak lényegét tényleg megadja.

Ha _ugyanis gondolunk magunknak egy 7 gérbe
4ltal hatérolt F,. sik feliletrészt, mely 2p lyukkal
van ellitva s ezeket paronként egymasba nem fon6dé
csovek 4ltal osszekotjiik, akkor egy ugyancsak »
gorbe altal hatarolt F,, felilletet nyeriink, melynek
Riemann értelmezése szerint? az Osszefliggési szdma
2p+r. Ha nem az r gorbe altal hatarolt F) felti-
let részb6l, hanem egy zdrt feliiletbdl, pl. egy gomb-
bél akarunk kiindulni, akkor szikséges, hogy azt,
mint Riemann és Listing tette, egy pont kiszira-
sival egy gorbe 4ltal hatérolt feliletté gondoljuk
4talakitva, tehdt egy F, zart felillet mindig egy
hat4rolé gorbével biré F| feliilettel helyettesitendé.
Azon feliilet, mely 2p Iydk kiszirdsa s ezeknek

"t Mathematische Werke, g92. 1. s kov,
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paronként val6 Gsszekapcsoldsa éltal keletkezik, sem-
miben sem kiilonhozik azon feliilettdl, melyet Klewn
F.' ped rangi normélfelilet gyanint bevezetett.
Altalanosan az F,, feliletet » gorbe altal hatarolt
s (2p-tr)szeresen Osszefuggd 'Bolyai—féle normdl- .
feliilet-nek fogjuk nevezni. Mar most Bolyar azt
mondja, hogy »ezen normélfelillet a legaltalinosabb
egyszerd feliilet«, a mi kovetkez8képen értendd.

Legyen Altaldban M, egy két dimenzids soka-
sag, mely egy tetsz8leges dimenziéval birdé euklidesr
térben foglaltatik, mely tehat ily egyenletek altal:
(1) e = O (u,v) (k=1,2, ....n)
&llithaté el6, hol a @k az u, v két realis véaltozé-
nak analytikus figgvényei és az =z, =, ... .z, az
eulklidesy térnek oly koordinatai, melyek 4ltal a
ds 1velem négyzete

dziidast . . . . +dad

alakban fejeztetik ki. Ekkor az M, sokasag ivele-

mének négyzetét a du, dv differenczialoknak egy
pozitiv definita forméaja:

(2) E dur+2 I du dv+G do?
szolgaltatja.

Az M, sokasig teljes meghatirozasahoz az (1)
egyenleten kivil még bizonyos egyenlStlenségekre
is szitkség van. Ezenfelil, hogy rovidebben szdl-

t Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen und
ihrer Integrale (Lipcse, 1882), 26. 1.; V. 8. Clifford, Proceedings of
the London Math, Soc. VIIL két. (1877). ’
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hassunk, - mindig feltessziik, hogy a vizsgilandé
sokasidg bilateralis a Poincaré' értelmezése szerint.
Ha pedig van nekiink két oly két dimenziés
sokasdgunk, melyeknek Osszes pontjai . egymésra
kolesonosen gy vonatkoztathaték, hogy az egyik
sokasdg minden "egyes gorbéjének, a mésiknak is
egy gorbéje felel meg és hogy a megfelelé gorbék
egyidejlileg folytonosak, végesek avagy végtelenek,
akkor a két sokasdgot Pomncaré® szerint homoeomorph-
nak mondjuk. Homoeomorph sokasdgok az analysis
situs szempontjabdl aequivalenseknek tekinthetSk.

- Jordan-nak egy tétele® szerint a sziikséges és
elegendd feltétel arra nézve, hogy két sokasdg M
és M’ homoeomorph legyen, abban &ll, hogy

I. a hatarolé gbrbéknek szama ugyanaz legyen
és hogy az egyik sokasdg hatarolé gorbéi a masika-
nak a folytonossag térvénye szerint megfeleljenek ;-

2. hogy Osszefliggési szamuk ugyanaz legyen.

Ebbél kovetkezik, hogy minden # hatrold
gorbével bird. m-szeresen Osszefiiggd bilateralis soka-
sig egy Fr s Bolyair-téle normalfelilettel (az m—r

kulonbség mmdlg paros szam) homoeomorph, ugy,
hogy tehat a Bolya-féle normalfelillet az  analysis
situs szempontjdbdl tényleg a legéltalanosabb m-
szeresen Osszefiigg6, r hatarol6 gorbével biré sokasag
repraesentiansaként -tekinthets. Mivel feltételezziik,
hogy az M, egy n dimenziés euklidesy térben fekszik,

1 Analysis Situs, Journal de PEcole Polytechnique, II series,
I. fasc., 1895. 27. 1. '
' 2 V. 0. Analysis situs, etc. 9. L.

3 Journal de Mathématiques (Liouville), IL" ser., XI. kat, v. &
Dyck, Mathem. Annal. XXXII. két., 485. 1, Poincaré, i. h. 70. 1.

6‘
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mondhatjuk, hogy M, az euklidest téren beldl foly-
tonos deformécziéval egy ugyanezen térben gondo-
landé Bolyai-féle normalfeliiletbe viheté at. Ennek
megvizsgaldsa czéljabdl egy F.,, normaélfeliletbdl
fogunk kiinddlni, melynek » hatarolé gorbéjét a,, ..., a,,
a csoveket pedig R, ... . R, altal jelohik. Az a,
hatarolé gorbét kizart pontnak (trema) togjuk tekin-
teni, {gy tehdt az r=1 esethen egy zart feliletet
nyeriink. ‘ .

Ezen normalfeliiletet a kvetkezd metsgefi rend-
szerrel egyszerlen osszefiiggd feliiletté alakitjuk:

El8szor az a, pontbdl kiindulva Cg, Di (k=1.2,...,p)
metszeteket helyeziink el, 4gy, hogy (i az Ry csovet
hosszaban felhasitja, Dy, pedig a nélkiil; hogy Cp-nak
az a,-t8l killonbozé barmily pontjat érintené, az Ry
kortl vezettetik; azutdn az a,,....,a@,, hatarolé
gorbék egy-egy pontjat a,-el I,...[0,_, metszetek
altal Osszekotjik. Az Osszes metszeteket gondoljuk-
egymdst nem metsz6, folytonos gorbék.menetében
fektetve, mely gorbék olyanok legyenek, hogy az
‘irdny azoknak csakis végs6 pontjaiban szenvedjen
~ folytonossdg szakadast. Czélszerd berendezésnél az
igy elhelyezett metszetek az F'., feliiletet egyszertien
‘Osszefiiggs F,, felilletté alakitjak 4t, melynek hata-
‘rol6 gbrbéit az Osszes

Ck,-Dk (7‘;:1’ 2 ... ’17):
l}\ ) ()\-—:1,2?-..,7"‘—])

metszetek két-két partja képezi. Ha a hatarolé gorbét
gy futjuk be, hogy az F,, feliilet jobb kéz fel6l
maradjon, akkor [;-nak azon partjit, melyet el6bb
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érintiink negativnak (1), a mésikat pedig pozitiv-
nak (%') jeloljik meg. A Cg, D) metszetek partjainak
jelolési médjat, valamint azok sorrendjét gy haté-
rozzuk meg, hogy F,, felilet hataranak pozitiv
irdnyban (azaz gy, hogy a felulet balfel§l maradjon)
valé befutdsanal a metszetek partjai ezen sorrendben =

L Uiy L CEDEC D, CF D Cr Dy

r—1 Yr—1»
kovetkeznek egymasutin.!

Gondoljunk méar most magunknak egy akar sik,
akar gorbiilt - sokasagban oly felilletrészt, melyben
egy egyszerlien Osszefiiggd s 4p-+2(—1) oldallal
bir6 ®rp polygon fekszik. Ennek oldalai mind foly-
tonos, killonben tetszéleges gorbék legyenek. Azon
pontok, melyekben két egymas utan kovetkezd gb‘rb“é_
érintkezik, a polygon szogpontjait képezik. Barmely
szogpontbdl kiindulva s a pozitiv irdnyt szemmel
tartva fussuk be a ®rp hatdrat és az oldalakat
jeldljiik meg a sorrendnek megfeleldleg

Sy uSi, ey ST ST U Y B Y B,
bettikkel. N

Ezen oldalak mellé rendeljik az egyszertien
osszefiiggd F,, felilet hatarvonalinak egyes folyto-
"nos részeit oly médon, hogy az I, metszet B partjai
az SZ‘S;T oldalaknak, a Ci metszet C;:r Cr partjai
a yi vz oldalaknak, a Dy metszet D/-l-_, Dy partjai
a &f & oldalaknak feleljenek meg. Ebbdl kovetkezik,
hogy az I, felillet a ®,, polygonnal homoeomorph.

t V. 6. Klein, Mathematische Annalen, XXI. két, 183. 1. s kov,
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Poincaré szerint! azt mondjuk, hogy a polygon két
oldala konjugdlt, ha azok az F,, egy és ugyanazon
metszete két partjdnak felelnek meg, a polygon
azon szogpontjainak rendszere pedig, melyek az
Fyp egy. és ugyanazon pontjinak felelnek meg,
cyklust alkot, tehdt mindegyik A, szogpont, hol az
spsf (1=1,2,...,7—1) konjugélt oldalak érintkeznek,
‘maga-magaban alkot egy cyklust, ellenben a tobbi
szogpontok, melyek mind az ., a, pontjanak felel-
nek meg, egyiittvéve képeznek egy cyklust. Ezen
szogpontokat

pY& (i=1,2, ..., dp+(r—1)
betlikkel jeloljik meg és pedig dgy, hogy az s;-nak
a A-t8l killonbozd végpontjat A%-rel jeloljik s a
tobbi XY a novekedd 4 szimmal megallapitott sor-
rendben kovetkezik egymdasutdn a polygon hatara-
nak negativ irdnyban val6 befutdsinil. A ®,, szog-
pontjainak cyklusokba val6 elrendezésére nézve érvé-
nyes a kovetkezé Poivncaré adta szabily,? mely a &,,
polygon és az F,, felilet kozott fennalld Osszefiig-
géstdl figgetlen. Barmely szogpontbdl kiindilva a
pozitiv irAny megtartisa mellett, fussuk be a beléle
kiindulé oldalt, azutdn ennek konjugaltjat, majd a
kovetkezd végpont, azutdn az ebbél kiindulé oldalt,
ennek konjugaltjit s a kovetkezd végpontot és igy‘
tovabb mindaddig, mig a kiinduldsi szogponthoz
vissza nem tériink; azon szégpontok, melyeken ily
médon keresztiilhaladunk, egyiitt egy cyklust alkotnak.

t 1. m. 46. 1. s kov.
2 Acta Mathematica, I. két., 20, 21. 1.
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Ezen mddszer felhasznildsival minden (2p+4+)-
szeresen Osszefiggd, » gorbével hatérolt A4, sokasig-
hoz egy a ®,, természetével bird: polygont jeldl-
hetiink ki, mely polygon az alkalmas metszetekkel
egyszerlien oOsszefiggdvé valtoztatett sokasaggal -
homoeomorph és az M,-nek az analysis situs szem-
pontjdbél valé meghatarozasahoz teljesen elegends.
Forditva legyen adva egy tetsz6leges sokasdg-

nak egyszerlien 0&sszefiiggd részén egy a @,, ter-
mészetével bird polygon. Ezen' ®,, polygont egy
cly folytonos deformacziénak vessiik ald (azon
euklidest téren belil, melyben a polygon foglalta-
tik), mely deformaczié dltal két-két konjugdlt oldala
kongruens (azaz az eukludesi tér eltoldsai dltal egy-
mdsba 4tvihetd) gorbeivekké alakittatik dt. Az {gy
keletkez8 polygont nevezziik @', ,nek. Azutdn mdsod-
izben ugy gondoljuk deformalva, hogy a kongruens
oldalparok végtelen kozel jussanak egymashoz, ezen
sokasdgot devezzik @, ,nek. Végil a conjugdlt
oldalpdrok ©sszeforrasztdsa altal egy @™, soka-
sdghoz jutunk, mely, mivel a ); végpontoknak meg-
felel «, helyeken és a 27 szogpontok egye-
sitése dltal keletkezé «, helyen singularis pontokkal
(tremdkkal) van ellitva, egy (2p-r)-szeresen Gssze-
figed, » kizart pont altal hatdrolt sokasdg. Az
a,,..,a pontokat, melyek a feliilet hatdrdt képezik,
barmily hatdrolé gérbékké gondolhatjuk nagyobbitva,
mi dltal kozvetleniil egy Bolyai--féle normalfeliiletet
nyeriink, mely 2p+r—1 metszet dltal egyszeriien 0ssze-
figgs sokasigba alakithaté dt. Ezen felilet a D, ,
polygonnal, melybdl kiindultunk, homoeomorph.. —
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Ebbdl kovetkezik, hogy minden a ®,, termé-
szetével biré polygon az analysis situs szempont-
jabél meghatdroz egy (2p--r)-szeresen osszefiiggd, r .
gorbe dltal hatdrolt sokasdgot.

A @,, polygon ezenkivil sokféleképen trans-
formalhaté. A polygont pl. tetsz8leges a polygonbdl
ki nem 1éps, sem Onmagukat, sem egymdst nem
metsz8 gorbék dltal, melyek egy szogpontbdl kiin-
dalva, a tobbiekhez haladnak, 4p4-2r—5 hdromszdg-
alakt részre osztvdn fel, a polygonnak két oldala
dltal hatdrolt részek valamelyike, mondjuk -, eltd-
volithaté s egy vele homoeomorph résszel helyet-
tesfthetS; mely a polygonhoz azon oldala mentén
illesztendd, mely a t hatdrat képezé oldalak vala-
melyikéhez konjugdlt. Ezen eljdrds akdrhdnyszor
ismételhetd. Az ily médon keletkezett ®,, polygon
ugyancsak egy egyszerlien osszefiiggd sokasdggal
homoeomorph, mely a (2p+r)-szeresen Osszefiggd, r
gorbe dltal hatdrolt sokasdgbdl alkalmasan vdlasz-
tott metszet rendszer alkalmazdsdval keletkezhetik.
Hogy a ®,, polygonnak, melynek oldalai paronként
szintén kongruensek, szogpontjait mi médon kell
osszetenni, hogy cyklusokat nyerjiink, az kovetkezik
Poincaré-nak elébb emlitett szabdlydbdl. A @, ,rdl
azt mondjuk, hogy az a @, b6l az analysis situs
szempontjdb6l megengedett viltoztatdsok dltal jon
létre.

Vizsgdljuk most mindazon zdrt atak Osszesé-
gét, melyeket egy (4, v,) koordindtdkkal biré P,
pont az F,, feliileten befuthat. Minden zdrt utat,
melyet a P, pont a felilleten leir, egy az ezen
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pontra alkalmazott operéczié gyandnt lehet felfogni
megallapodvdn abban, hogy két oly ut, melyek az
F, ,n beliil folytonos deformiczié dltal egymdsba
vihet6k 4t, aequivalenseknek, tehdt ugyanazon ope-
raczidhoz tartozéknak tekintendSk. Azon utakhog,
melyek egy az F, ,n belil fekvé pontba hazhaték
tssze, vagy a mi ugyanaz, melyek mdr magukban
az F,, egy bizonyos két dimenziés részének teljes
hatdrdt képezik, az identikus operaczié jelolhetd ki.

Legyen tovabbd P, a felilletnek Py-tdl kiilon-
boz8 pontja s vegyilk szemiigyre -a Py-tél DP-ig
vezet§ kovetkez6 hdrom utat:

PO APl; BOBPU 130 C—Pl;

akkor a P, AP, CP, utat a P, AP, BP, és P,BP,
CP, utakbdl dsszetett-nek mondjuk, hol is azossze-
tev8knek sorrendje nem vdltoztathatd.!

Ha a P, AP, CP, ut egypontba 6sszehizhatd,
akkor a Py, AP, BP, és P, BP, CP, utakat ellenté-
teseknek nevezziik, ekkor ugyanis a P, AP, CP, az
ellentétes irdnyban befutott P, B P, C P, uttal aequu-
valens. )

Ha egy. W z;’u't utnak az § operatié, egy mdsik
W zart atnak az S operatié felel meg, akkor a
W és W'-b6l Gsszetett utnak az S és S-bél osszetett
operati6, a W ellentétes atjdnak az S invers ope-
ratiéja felel meg, ennélfogva az 6sszesége mindazon .
S operaticknak, melyek a P, pont dltal az F,,
felileten lefrhaté oOsszes zdrt . gorbéknek felelnek

1V, 6, Potncars i. h. 62 1.
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meg, egy wmegszdimldlhatd G csoportot képez, mely-
ben az operatiok paronként egymdsnak inversei.

Ezen G csoport 2p+r—1 fundamentalis ope-
ratiéb6l a kovetkez6 mdédon tehetd ossze. Képzel-
jik az egyszerlien 9sszefiiggs F ), feliilettel homoe-
omorph ®,, polygont megszerkesztve és vegyiik
szemiigyre a polygon belsejében fekvé azon I,
pontot, mely az F,, P, pontjanak felel meg. Ha
4 a ®,, fentebb L jellel ellatott egyik oldaldnak
egy pontja, 4" pedig a konjugdlt oldalnak azon
pontja, mely a @, ,-nek a feliiletbe valé deformatié-
jéndl, annak fentebb @, ,vel jelslt stadiumdban az
A ponthoz végtelen kozel fekszik, akkor a polygon
belsejében haladé 4 P,A" Gtnak a felileten egy
zdrt gorbe felel meg, mely azon metszetet, a mely-
"nek partjai az AP,A’ gorbe altal sszekotott olda-
laknak felelnek meg, a negativ parttél a pozitiv
felé egyszer dtlépi.

Mivel a- ®,, egészben véve 2pir—1 konjugdlt
oldalpdrt tartalmaz, ennélfogva ezen mddon az
F,p-n 2pyr—1 oly tulajdonsdga zdrt Gtat nyeriink,
hogy a feliileten fekvd Gsszes zart utak ezen 2pir—1
Gtbdl, tehdt a G csoport Osszes operatiéi ezen zart
utaknak megfeleld operatiékbdl tehet8k ossze. Ha
mdr most azon operatiékat, melyek a Cj, Dr met-
szeteket a pozitiv parttdl a negativ felé 4tlép6
zart utaknak felelnek meg, Si, T} -val jeloljik, tovdbbd
azon operatiét, mely az a, hatirolé gorbe mentén
pozitiv irdnyban haladé zdrt atnak felel meg, 4, -vel
jeloljiik, akkor fenndll ezen egyenlet:

A= S TSP L ST T A, Ay
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A @ csoportnak egy inkdbb konkrét meghatdrozd-
sat a kovetkez6kép lehet adni.

Mivel a polygon igénybe vételénél minden
konjugdlt oldalpir az F,, felilet két kongruens
vonaldnak — nevezetesen egy és ugyanazon met-
szet két partjdnak — felel meg, ennélfogva kony-
nyen beldthaté, hogy a polygon kezdettdl fogva
gy vélaszthaté, miszerint a konjugdlt oldalpdrok
egymdssal kongruens gorbék legyenek. Hogy ez az
alak és hely:zet korldtozdsa nélkiil teljesithet legyen,
a ®@,, polygont egy cuklidess vagy antieuklidesi
sikban gondoljuk megszerkesztve és pedig ugy,
hogy a conjugdlt oldalak ezen stk maga-magdba
valé eltoldsaindl egymdsba menjenek at. Az dlta-
ldnossdg korldtozdsa nélkil a @,, oldalait kezdet-
t8l fogva egyenes vonalak-nak vehetjitk. Az ily sik-
beli és egyenes vonalak 4dltal hatdrolt polygon
novmdalpolygon-nak neveztetik. '

Ennélfogva, ha azon eltoldasokat, meclyek.ezen
normdlpolygon konjugdlt oldalpdrait egymdsba
viszik at, a csoport fundamentalis operatiéi gyandnt
fogjuk fel, akkor a siknak maga-magdba valé el-
toldsaibél Gsszetett eme csoport a G csoporttal
teljesen aequivalens.

A G csoport, mely az I, feliletnek az analy-
sis situs szempontjabdl valé lefrdsdhoz nyilvdnvaldlag
teljesen elegendd, analytikailag csakis akkép 4allit-
haté el6, hogy a sik eltolisainak csoportjaként
fogjuk fel; hogy ezen el8illitist nyerhessiik, elgbb
a stk elméletéb8l kell nehdny ismeretet felem.
liteniink. '
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IL.

A sik maga-magaba valo eltolasainak
elmelete.

Sik alatt egy oly két dimenziés sokasdgot
értiink, mely egy tetszéleges dimenziéval biré euk-
lidesi térben bennfoglaltatik, tehdt annak iveleme, dsa

ds?= Edu?+2 Fdu dv+G dvt

pozitiv definita differenczialis forma altal van adva,
és a melyre nézve az E, F, G-bol és ezeknek u, v
szerinti masodik partialis - differenczial hanyadosaibél
alkotott azon kifejezés, melyet Grauss a feliilet gor-
biileti mértéke gyanant bevezetett, allandé ¢ érték-
kel bir.

Képezvén az u, v-ben azon kitejezéseket, melyek
e koordinatdk véalasztasatél fiiggetlenek, ugy az
" Osszesége eme Kifejezések  tulajdonsdgainak egy
analitikai disciplinat 4llapit meg, melynek formulai-
ban fellép a ¢ mennyiség és a mely egy ¢ gorbi-
leti mértékkel biré stk geometridja gyanant foghat6
fel; ugyanis eldszor, ha c=o0, megegyezik ez az
euklidest sik analitikus geometridjaval (melyben a
paralleldk posztulatuma érvényes), azutin negativ
¢ esetében megegyezik egy S rendszerd sik analitikus
geometridjaval, melylyel Bolyas foglalkozott az » Appen-
dix<-ben és a melyben a Bolyas altal w-vel jelolt

mennyiségnek értéke \/_-1, végiil pozitiv ¢ esetén
c

a kozonséges euklidesi tér \/—% radiussal biré
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'g&imbjén érvényes analitikus geometridval, ennek
megfelelileg a sikot ¢=o esethen FHuklides-féle, c<o
esetben Bolyar féle, végill c>o0 esetében Riemann-
féle siknak nevezziik. '

A siknak {ly dltaldnossdgban valé felfoghaté-
sdga Bolyar ]. el6tt sem volt teljesen ismeretlen,
kitlinik ez Bolyai J. némely .jegyzeteibsl, melye-
ket szintén Stickel adott ki a hdtrahagyott kéz-
fratokbdl, valamint a mar a bevezetésben emlitett
»Responsioc-nak a g. § bdl, hol ugyanis a mindeniitt
egyalakd feliletcl (superficies wndique unaformas«)
sz6lvdn, ezeket mondja: »Quantitatem illam », qua
latera trianguli rectanguli in superficie quavis undi-
que uniformi existentis dividenda sunt, ut statui
possit '

cos S = c0s%cos
r r r
e. g. parametrum huius superficiei appellare pla- -
ceat . . .«

Ha Bolyar ]. Glauss-nak »Disquisitiones gene-
rales circa superficies curves« czimi munkdjat, mely
1828-ban jelent meg, ismerte volna, be lehetett
volna ldtnia, hogy az, a mit & » parameterrel biré
- mindeniitt egyalaku feliiletnek nevezett, nem mas,

: 1
mint egy 4dllandé =5 Gauss-{éle gorbilleti mér-

tékkel .biré feliilet. :

. Igy azonban megelégedett annak kimutatdsdval,
hogy egy S rendszerben a sfkok, a stkokhoz egyenld
tdvolsdgt (aequidistans) feliiletek (hypersphaerak),
tovdbbd a gémbiok (egy adott ponttdl egyenld
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téVOlSle.gL,l pontok helyei) és a parasphaerak (az
»Appendix« F feliiletei) mind a mindenutt egyalaki
felilet kategoridjdba tartoznak, s ezeket mondja:?
» parametri, superficierum sphaericarum reales, para-
metri superficierum plano aequidistantium 1magina-
riae evadunte, a parasphaerakhoz tartozé para-
meter pedig végtélen nagy.®

Mid6n ugyanis a »Responsio« kilenczedik para-
graphusdnak? teljesebb kidolgozdsiban azt mondja,
hogy a mindeniitt egyalaku feliillet, az I kizdrdsdval,
- csakis gomb, stk ‘'vagy egy sikkal pdrhuzamos (t. i
aequidistans) lehet, tényleg igazat mond,a mennyi-
ben egy S rendszerben, melyre nézve a Bolyar altal
t-vel jelolt mennyiség tetsz6legesen megadott érték-
kel bir, a gombok, sikok, hyperspaerak dllandé
gorbiileti mértékkel biré feliletek s ezek kozott
mindig el8fordilnak olyanok, melyeknek gorbiileti
mértéke egy tetsz8leges pozitiv vagy negativ mennyi-
séggel egyenld, ellenben a parasphaerak oly feliiletek,
melyeken a gorbiilet mértéke mindeniitt eltiinik,
tehdt ezekre nézve érvényes az euklidess stk geo-
metridja, mint azt mdr Bolyar az »>Appendix«-ben
(33 §) kiemelte. .

Ezen fejezetben vizsgalni fogjuk a stkot, nem
mint egy euklidest sokasdgnak bizonyos, meghata-
rozott geometridi képz6dményét, hanem csak oly
vizsgdlatokra szoritkozunk, melyekre nézve a sik
az fvelem kifejezésével meg van hatdrozva. Ekkor

1 h. 289 1.
2 1. h 2921
8 1J. o. XVIIL két., 286 1.
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ugyanis érvényes az a tétel, hogy -a stk oly ér-
telemben, a mint kevéssel ezel8tt lefrtuk, a gor-
biilleti mérték megaddsdval teljzsen meg van ha-
tdrozva, azaz, hogy két sik, melyeknek gorbileti
mértéke ugyanazon értékkel bir, egyértékiileg oly
médon  vonatkoztathatd egymdasra, hogy a meg-
felel§ ivelemek azonosak - legyenek. Ebb6l 6nként
kovetkezik, hogy egy és ugyanazon sik kiilonboz6
részei még inkdbb vonatkoztathaték ily’ mddon
egymdasra s ezen vonatkozist nevezziik a sik maga-
magdba wvald eltoldsinak. Ezen tétel bizonyitdsdndl
azon utat fogjuk kovetni, melyen egyszerre a sik
eltoldsainak legdltaldnosabb alakjahoz jutunk.

Ha a P sikban az u, v izometrikus koordi-
nitdkat jelentenek, az fvelem kifejezése: .

(1) ' ds® = Adu?+dv?),
s ismeretes formuldkbél kovetkezik, hogy ekkor az

dlland6 gorbileti mérték (c) igy van kifejezve:

_ 1(3-2logk‘azlogk_
=T\ e T o )

Az u,v-nek mindig realis

2) U=log X
figgvénye tehdt az dgynevezett Liouwille-féle
3) 4 AU=-—2ceU
differenczidlegyenletnek tesz eleget, hol a szokésos
| 8T U
AU=5 5

jelolés van alkalinazva,
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Ha z=u+v/—1 tesszik s a z komplex vdltozd
oly két 9,, 9, figgvényét vessziik, melyekre nézve

4 _ _
(4) (9:28—.5 :cl ?)1 ?)1+Cz 2]2 ?)2,
hol ¢, ¢, két realis konstanst jelentenek, melyeknek
szorzata
(B) . € Ca=C

.és a hol @ az a komplex mennyiség konjugaltjit
jelenti, kapjuk, hogy az 9,,9, a

dz
homogén linearis mdsodrenddi differenczidlegyenlet-
nek tesznek eleget, hol

' 1 d%9
© 16=" 55 &
d% a9, _
(8) Vg, =1
tehetd.
Az {velem ekkor ily médon van klfejezve
O ape Adwrde

(e 9 @1 +C ?)2 9, o)
vagy pedig, ha az 7

9 —
(10) - M= =P
integrilhdnyadost bevezetjiik, ily médon:
) dp2+dg?
(11) ds?= [—_———01'*'02 PETDIE
mely alak a P sik iveleme kanonikus alakjinak,
a p; q koordindtdk pedig kanonikus koordwndtdknak
neveztetnek,
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Az {velemnek egy mdsik

. dp,2+dq,?

[e+e; (0 2402

kanonikus alakjihoz oly médon térhetlink at, hogy
a (6) alatti mdsodrendi differenczidlegyenletnek
9,9, alaprendszere helyére egy miésik 7,7, alap-
rendszert tesziink, melyre nézve

ds?=4

e _
dz “'des

CY, ?71"”2 Ya y_2=01 9, _?_)-1*5'5'2 9, @_2

h 1,

és azutdn
Ya

P1+91\/_1 =" :?/1

van téve.

" Ezen csere, mivel az {velemet nem viltoztatja,
nyilvinvalélag a P sik maga-magdba valé legilta-
ldnosabb eltoldsdnak- felel meg, ezen eltolds tehdt
egy az 9, Y,-re alkalmazott homogén linearis, uni-
modularis substitutiéval, mely a

¢=699+69 9,
Hermute-féle formdt maga-magdba transformdlja. s
fgy az /

_anth 5—fy—
nl_m+5, (a8—Py=1)

projectiv substitutiéval, melyre nézve

(12) Crtoy N =(yn+8)? (Ca+a M 7e),
van elgdliftva.
Hogy ezen eltoldsokat pontosabban jellemez-
hessiik, valaszszuk ¢, és c,-t agy, hogy ¢, =1, co=c¢
7
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legyen és vilasszuk kiilén azon eseteket, melyek-
ben >0, ¢c=0, c<0, azaz, a melyekben a sik
Fremann-féle, Euklides-féle vagy Bolyar-féle sik.
Egyenes vonal alatt a (p,, ¢,), (ps, ¢:) pontokon
keresztiil mend oly gorbét értiink, melyre nézve az

(P> 22) (P2s ¢2)
dq+dg®
(13) Sds:4 S [Ze(p™ e

(P @) (D1, %)

integrdl egy minimum. Ebb8l az egyenes vonal
dltaldnos egyenlete szdmdra a kovetkez8 alakot
nyerjiik :

(14) [ 1—o(p2+q2)H+-2mp+2ng =0,

hol I, m,n tetsz8leges dllandék. A (13) alatti inte-
gralt, ha az ily egyenes vonal mentén vétetik, a
két (py, q1) és (ps, ¢2) pont egymastdl vald tdvolsdgc-
nak nevezzik.

Azon pontok, melyeknek tdvolsiga a p=0,
q=0 ponttdé] végtelen nagy, melyekre nézve tehat
(19) 1+e(p*+qd) =0,

a stk v.égtelen tdvoli elemeit” alkotjdk. Ezek, ha
¢>0, imaginariusok, ha ¢=0, egy végtelen tdvoli
pontot nyeriink, ez a p=w, g=o0, ha pedig ¢<0, a
végtelen tdvoli pontok egy realis, folytonos, egy
dimenziés képz6dményt alkotnak.

A P sik-realis pontjai azok, melyeknek tévol-
siga a p=0, ¢=0 ponttdl valds, ennélfogva, ha-
¢=0, a p, ¢ minden értékének a siknak realis
‘pontjai felelnek meg. Azonban, ha ¢<0, a p, g-nak
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csak azon realis értékei szolgdltatnak valds sikbeli
pontokat, melyekre nézve
(16) I+c(pg2)=0.

A p, q coordindtik oly tulajdonsdguak, hogy
minden realis p, q ‘értékpdrnak, a c¢<<0 esetben
azonban csak azoknak, melyek a (16) alatti egyen-
16tlenséget kielégitik, kivétel nélkiil s forditva is
eqyértéliileg a siknak egy pontja felel meg.

 Két realis egyenes egymast mindig két pont-
ban metszi. Ha (p;, q1.), (P2 ¢s) 2 két metszés-
pontja két egyenesnek, akkor minden esetben

T+e(prtq—12) (py— 0V —12) =0;

két oly pontot, melyek kozott ezen vonatkozas fenn-
all, a (15) alatti végtelen tavoli képz6dményre vonat-
kozélag konjugdlt polusoknak mondunk ; ebbdl kifolyé-
lag, ha ¢>0, két egyenesnek mindkét metszéspontja
mindig realis,! ha ¢=0, az egyik metszéspont min-
dig a p=on, g=on ponttal esik Gssze, tehat a masik
sziikségképen realis, ha ¢<0, akkor vagy mindkét
metszéspont képzétes (midén a nekik megfelels p, ¢
coordindt6k 1s imaginariusok), vagy a végtelen
tavoli pontban 0Osszeesnek, vagy az egyik valds s
a masik képzetes. '

Két oly egyenest, melyek egymast zérus szog
alatt metszik, pdrhuzamosnak neveziink. A Riemann-
féle sikban parhuzamos egyenesek nem léteznek.
Ha ¢<0, két parhuzamos egyenesnek két metszés-

t A két pontnak egyesitéée dltal keletkezik a Riemann-féle
siknak azon mddositisa, melyet Klein F. ismertetett €lfszor.. Ezen

=3 Y

értekezésben a két pontot egymdstdl kiildnbozének




100

pontja a végtelenben mindig Osszeesik, egy meg-
adott egyeneshez egy tetszoleges ponton keresztil

az euklidesi sikban egy, a Bolyai-féle sikban két -
parhuzamos huzhat6. A Bolyai-féle sikban két oly.

egyenest, melyeknek mindkét metszéspontja képzetes,
- dwergens-nek neveziink.

Az eltoldsokra nézve hirom tételt alhthatunk
fel. ElSszor a Roemmm féle sikban (c>0) minden
eltolas az

£ ‘Y]—A :80\/_12:?:

Sn—p =i
alakd elliptikus substitutiékkal &llithaté el6, hol a
%, ¢ fixpontok a végtelen tavoli képzédményre vonat-
kozdlag konjugilt polusok, § egy realis szog. Ezen
eltolds nem mas, mint a ), p fixpontok kéril & szog

alatt torténd forgatds. Azutan az euklidesi sikban

az eltolasok ily alakkal biré:

3y—1

: Sn=e  nif
elliptikus vagy parabolikus substitutiék, az egyik
fixpont azonban mindig a végtelenben van. Az ellip-
tikus substitutiék § szdg alatt valé forgatasokat
eredményeznek, a parabolikus substitutidék (ezeknél
§=0) pedig az ugynevezett parhuzamos eltolasokat
szolgaltatjdk (V. 6. a bevezetéssel). Végiil a Bolyas-
féle sikban (c<<0) vannak:

I. Elhptlkus substitutidk :

s _ -1y

Sn—p n-u

v
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melyeknek fixpontjai, 3, . conjugélt polusok a végtelen
tavoli képzédményre vonatkozdlag s melyek 5 szog
alatt vald. forgatast eredményeznek a realis fixpont
kordal.

2. Hyperbolikus substitutiék, melyeknek fix-
pontjai a végtelenben vannak s melyek a sikot a két
fixpontot ©Osszekots egyenes mentén eltoljdk, miért
is ezen egyenes az eltolds fengelyének neveztetik.

3. Parabolikus substitutiék, melyeknek egyetlen -
fixpontja a végtelenben van s melyek az eukludese
sik parhuzamos eltolasainak felelnek meg.

Altaldban minden eltolas egyeneseket egye-
nesekbe visz 4t. Azon eltolas, mely egymast metsz6
egyeneseket oly mddon transformal egymasba, hogy
a metsz6pont Onmaganak feleljen meg, ha a metszé-
pont a végesben fekszik, egy elliptikus substitutio -
altal, ha pedig az egyenesek pérhuzémosak, parabo-
likus substitutio 4ltal van el$allitva. Két divergens
egyenest egyméasba transformélé eltolaspak mindig
hyperbolikus substitatio felel meg.

Az itt vazolt eredményeknek a nmmalpolygonra
valé alkalmazdsidval nyerjiik, hogy azon eltolasok,
melyek 4ltal a konjugalt oldalpirok egymésba men-
nek at, analitikailag egy komplex valtozé projectiv
substitutioival allithaték el és pedig azon substitu-
ti6k, melyek az s, -tél az s;l'-hoz valé atmenetet szol-
galtatjak, sziikségképen elliptikus vagy - parabolikus
substitutiék. Ebb&l kovetkezik, hogy a G csoport
egy komplex valtozéra alkalmazott projektiv sub-
stitutiék csoportjaként allithaté elo,
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A leképezéé conformitasa. A két probléema.

Hogy az elébbeni fejezetben vazolt helyzetgeo-
metriai vizsgélatokt6l a komplex valtozé tiggvényei-
nek elméletéhez Aatmehessiink, az F,, felilet és a
®, , normélpolygon kozott fennallé vonatkozast médo-
sftanunk kell olyképen, hogy a szétmetszett F, , felii-
let és a ®,, polygon kozotti altalanos homoeo-
morphizmus helyére homocometria, vagyis egyértéki
conformis leképezés 1épjen. Mieldtt azonban gondo-
sabban megvizsgalndk, vajjon ezen conformis leképe-
zés lehetséges-e, azon tény alapjan, hogy homoeo-
metridnak kell fennéllania, megkiséreljik a @,,
normalpolygonnak bizonyos teljesebb meghataroza-
sat adni. ’ '

Nehogy "a mi vizsgalataink az altalanossigot
nélkiilozzék, a kovetkez6kben azon megszoritast,
hogy az F,, felilet Bolyai-féle normalfeliilet legyen,
sziikséges lesz mellzni s az F,, alatt egy tetszd
leges (2p+r)-szeresen Osszefiiggs, r gorbe altal hati-
rolt két dimenziés sokasagot érteni, mely egy tetszd- .
leges dimenziéval biré cuklidesi térben bennfoglal-
tatik. Mivel az ilyen sokasidg mindig egy Bolyai-
féle normalfeliilettel homoeomorph, ennélfogva a nor-
malfeliileten elhelyezett kanonikus metszeti rendszer
ezen F,, sokasagra is A4tvihetd; ugyanez 4ll az
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analysis situsnak a normalfeliiletre vonatkozé min-
den mas vizsgalatara nézve is.

Elészor is gondoljuk, hogy az F.,-re az u, v
izometrikus coordinatakat bevezettiik, hogy tehat az
Fyp felillet dS iveleme ezen egyenlet 4ltal:

dS*= A (du*+do®)

van megadva. Azon principiumok szerint, melyeket
Gauss a conformis leképzés elméletére vonatkozélag
felallitott, ha a @, , normalpolygont tartalmazé P stk
pontjainak meghatdrozdsara ezen u,v coordinitak
hasznéltatnak, a P sik iveleme a

dS?=A(du? + dv?)
alakot veszi fel, hol, mivel U=log a II. fejezet (3) alatt
levé Liouville-féle parczialis masodrendd differenczial
egyenletnek egy megoldasa, az

U=U-—log A
szitkségképen megoldasa. a

_ U 4
(3a) DU =—2ce —Dlog A
masodrendt parczialis ditferenczial-egyenletnek, ha
a DV symbolum a
e 1
DV = AV

egyenlettel van értelmezve. A (3@) alatti differenczial-
egyenlet a II. fej. (3) alatt levé Leouwille-féle egyen-
let felett elénynyel bir azon oknal fogva,! hogy az

1t Poincard, Journal de Mathématiques (Liouville). V. ser., IV.
kot., 155 1. :
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U tiggvény a felilletre bevezetett w, v izometrikus
koordinatdk valasztasatél fiiggetlen. A ) fiiggvény
ismeretesnek tekintendé. )

Ha a koordinatikat kiilonosen olyanoknak téte-
lezziik fel, hogy az F) , felilet minden pontjanak,
kivétel nélkiil, az u,v bizonyos értékparja felel meg,
akkor a z=u+v|—1 valtozé6 az F, p-n a hely-
nek uUgynevezett egyértékli monogén fiiggvénye lesz.
' Az ily wu,v koordinatik létezésének kimutatasa
czéljab6l a mar ismert eredményekre csak dgy ta-
maszkodhatunk, ha a hatarolé gorbék szamat, r-ret
vagy zérusnak, vagy tetszbleges egész szamnak téte-
lezziik fel,. midén azonban minden haté4rolé gorbe
csakis egy kizart pontnak (tremanak) gondolandé. A
kovetkezbkben az r-et tetszéleges szamnak fogjuk
feltenni, gy, hogy tehat az F, , egy (2p+ 1)-sze-
resen Osszefiiggé zart F, sokasigbdl keletkezik az
a,...,a, v szamd pontnak kizdrasa altal. Isme-
retes, hogy az F), zart sokasagban mindig léteznek a
helynek oly egyértékli monogén fiiggvényei, melyek
az I', sokasdg egyik pountjdban sem hatarozatlanok?
és a melyek azoknak ketteje: z &s ¢ Altal raczio-
nalis mdédon fejezhetdk ki, ellenben a z és ¢ kozott
egy F'(z,t) = 0 p-edrangu algebrai egyenlet &ll fenn.
Az F(z,t) = 0 egyenlettel 6sszekapcsolt (z,¢) értékpa-
rok és az F), sokasag pontjai kozott fennallé vonat-
kozas kivétel nélkiil kolcsonosen egyértéki, Ggy, hogy

t Klein szerint (Riemann’s Theorie etc, 1882, 19 1): A hely-
nek komplex fiiggvénye.

3 Fuchs értelmezése szerint (Sitzungsberichte der Berliner Aka-
demie, 1885, 281 1).
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tehat az F), sokasidg pontjai a nekik megfelel§ (z,¢)
komplex értékparok ltal jellemezheték. Ha 2=u + w/—1
tessziik, akkor az w,v Ugy az F,-n, valamint az
F, pn a keresett tulajdonsidggal biré koordinatak
lesznek. '

Ennélfogva, ha a P sik ds {velemét a II. fej.
(11) alatti kanonikus alakba 4tvive gondoljuk, az
n=p+qy—1 ezen z=u+v—1 monogén fiiggvénye
lesz, ezen 4 a II. fej. (6) alatti masodrendd linearis
differenczidlegyenlet integréljainak hinyadosaként van
értelmezve és a kovetkezd tulajdonsagokkal bir:

Mivel a szétmetszett F, , sokasignak a o@,,
polygonra val6 leképezése kolesonos és kivétel nélkil
-egyértékd kell hogy legyen, ennélfogva v az F, ,
felileten a (7,{)-nek mindeniitt egyértékd fiiggvénye
és forditva a 2z és t a ®, , polygonon belll egyér-
tékl figgvényel az n-nak. Ha az F),. , feliletnek a
(¢, 1) értékparral meghatarozott pontja valamelyik I,
metszetet pozitiv irdAnyban 4tlépi, akkor % az A
elliptikus vagy parabolikus substitutiot szenved:, mely
a s, oldalnak az st-ba valé eltolasinak felel meg,
ellenben ha a (z,?) pont a C,, D, metszetek valamelyi-
két épt at, n az S,, T\ substitutiot szenvedi, mely a
yi-t a yi-ba, illetéleg a 5;-t a & -ba viszi at. En-
nek kovetkeztében techat n a szétmetszett Fy ) soka-
_sagon az I(z,t)=0 egyenlettel Osszekotott (z,¢) val-
tozéknak végtelen sok értéki figgvénye és ezen
figgvény  Osszes agai abbdl, melynek értéktartoma-
nyat a @,, normalpolygon pontjai képezik, az

! ! 7] 7]
Al,...,A;--i,kSl,...,1),_[11,...,171)
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eltolasokbdl és ezek inverseibél Osszerakott G cso-
port projektiv substitutioinak alkalmazdsaval kelet-
keznek. Mivel a (G Osszes substitutiot a P sik elto-
lasai, ennélfogva a ¢ Hermite-téle forma ezen substi-
tutidk alkalmazasinil maga-magéaba transformaltatik,
tehat az F ,-n a helynek egyértéki fiiggvénye, mibél
kovetkezik, hogy a # valtozénak a II. fej. (7) egyen-
lete 4ltal értelmezett q(2) monogén figgvénye az
F), sokasagban a helynek monogén és egyértékii
fuggvénye, tehat egyértéku fiiggvénye a (2, f)-nek.
Az F, pnek a ®,,re valé leképezésének min-
deniitt conformisnak kell lenni, ez alél csakis az
a , ...,a kizdrt pontok &ltal megéllapitott helyek
képeznek kivételt. Ugyanis, ha azon (z,t) értékparo-
kat, melyek az F), sokasig a, pontjainak felelnek
meg, z=a,,t=0, altal jeloljik, az

ay, by (k=1,2,...,%

pontok az 7 /ﬁiggvény eligaz6 pontjai lesznek. .
Az 7-nak ezen helyeken vald viselkedése jellemezve
van az 4y (k=1,2,...,r—1) és az

Ay = 4,7 4T, S, T;‘Sp_‘ TS TS
elliptikus vagy parabolikus substitutiok altal. Hogy
ezen substitutiok milyenek, az ismét kovetkezik azon
szogekbdl, melyek a &, , polygon szogpontjaibdl al-.
kotott egyes cyklusokban fellépnek. Ha ugyanis azon
sz0g, melyet az s;7, s} oldalak a A, (v=1,2,...,r—_I)
szogpontban bezarnak, zérus, akkor az 4, substitutio
parabolikus, ha pedig ezen szog egyenld 279, -vel,
akkor 4, egy ily alakkal biré:
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P27 N
A,—D, . ﬂ:\/ 1%y

“’l“")*i
Ayn—, Nt ’

O<e,=17)

elliptikus substitutié. Hasonlé médon hatarozza meg -
a 2¥ szogpontoknal fellépé s-egy cyklust alkoté szo-
geknek Osszege: 2mg,. az A, substitutiénak termé-
szetét. ~ ' '
- Koveteljuk most, hogy az F. ,—n a helynek
monogén és egyértéki fiiggvényei nemcsak a @,
normalpolygon teriletén beliil, hanem egészen alta-
lanosan egyértéku fiiggvényeilegyenek az %-nak. Hogy
ez bekovetkezzék, ahhoz nyilvanvaldlag sziikséges és
elegendd, hogy a (2, ?) egyértékiiek legyenek az 7-ban.
Azon kbriilménybél, hogy a (2,t) a @, , normalpoly- -
gon szogpontjaiban egyértékd, mint azt Fuchs kimu-
tatta, kovetkezik, hogy a ¢, mennyiségek, hacsak
el nem tinnek, sziikségképen oly tortszdmok, me-
lyeknek szamldléja 1, és hogy v a z=a,, t=0, he-
lyeken nem lehet hadtarozatlan. Ennélfogva
1

CP/Z—E;

tehets, hol ¢, egy véges vagy végtelen nagy poz-
tiv egész szam, az Aj substitutiék tehat vagy peri-
odikus elliptikus, vagy parabolikus substitutidk.

Ha g,=1, a leképezés az a, helyen is confor-
mis és M a 2=a,, t=0, helyen szabalyosan visel-
- kedik, minek kovetkeztében az g, pont egyaltalan
"nem tekintend6 kizart pontnak.

A I fej. (6) alatti masodrendl differenczial-
egyenletnek 7, ,7, alaprendszere ily médon:
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1 :—(E Yo = ’ﬁ—f
Y \/d'fl s Y2=7 /dn

fejezhetS ki s erre valé tekintettel nyerjitk e diffe-
"renczidlegyenlet kovetkeed tulajdonségait :

A IL fej. (6) alatti masodrenddi differenczil-
- egyenletnek megoldasai az F), sokasignak minden
(ag , by)-t6l killonbozé helyének kiornyezetében szaba-
lyosan viselkednek; azaz egyértékiiek, végesek, foly-
tonosak és magukban az (a,,b,) helyekben sem ha-
tarozatlanok, tehat elészor is a q(2) raczionalis figg-
vénye a (z,#-nek, tovabbd a masodrendt differen-
czidlegyenlet a Fuchs-féle osztalyhoz tartozik, s a
z=a,, t=0, singularis pontokhoz tartozd determinalé
fundamentalis egyenletek gyokeinek kiilonbségel az

1 .
7 értéket veszik fel. Azon projektiv substitutiéknak
& .

Osszeségét, melyeket -az integralhdnyados szenved,
“ha a (#,f) az F,-n minden zart ttat befut, a &
csoport eltoldsai adjak meg. '

Latjuk, hogy a teljes meghatdrozidsdhoz eme
problémanak, melyben az F). , feliletnek a ®, , nor-
maélpolygonra valé conformis leképezésérdl van szd,
meg kell adni a cyklusokat képezd egyes szogpon-
tokban a szogeket és pedig dgy, hogy azok gn ali-
quot részei legyenek, vagy, a mi ugyanaz, az
@, ...,a kizart poutok mindegyikéhez bizonyos
91y -+ -9, egész szadmot, mely esetleg végtelen is
lehet, kell kijelolni, midltal meg van hatdrozva a’
®, , szogpontjainak egyes cyklusaiban -el6fordulé
szogeknek Osszege.
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A prés gy, ...,q, szdmoknak megaddsaval
pedig a P sik, melyben a &, , normélpolygon fog-
laltatik, teljesen jellemezve van. Képezvén ugyanis
a P sikban fekvd 4p+2(r—-1) egyenes vonal altal
hatérolt ®, , polygonnak. »curvatura integrac-jat,
Glauss szerint kapjuk, hogy ' '

. -
\Svj cdw= 2 2n —4p +2r — 4 =,

k=1 9%

hol dw a P sik teriileteleme s az integral @, , poly-
gon folott terjesztendd ki. Ezen egyenlettel, mivel

az SS dw taktor természeténél fogva pozitiv, gy a

¢ mennyiség eldjele, valamint a P sik természete
meg van hatirozva. Rovid megfontolds mutatja,
hogy csak nehdny pontosan meghatarozhaté eset-
ben lesz ¢ >0 vagy ¢=0 és pedig, ' azon trivialis
eseteknek, hol p=0 ér » << 3, kizarasaval,

¢ < 0 lesz, hell
, 00=2, 9, =2, g, = tetszbleges szam,

0, r=3

=0,r=3, 9,=R, 1, =3, §s=3,°
0, r=3 :
0 3

b

y 1=R, 92 =3, 3 =4,
¢=0 lesz, ha

5. p=1, r=0 :
6' pZOJ /'/':4-7 91:2’ !/2:'27~ '93:27 94:'2
7. p=0, r=3 2

1 Poincaré, Acta Mathematica, IV. kot., 226 1,
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=0, r=3, g, ;2) 9:=4, 95=4,
0, r=3, 9,=2, =3, §,=6,
I0. 1_):0, 7“23’ g] :3’ '(/2:3’ g3:3;-

hol természetesen a. gi szamok még permutalhaték..
A tobbi eset mind negativ ¢t eredményez, azaz az
F.p sokasdgnak kilcsinosen eqyértéki és conformas
leképezése dltaldban csakis eqy Bolyai-téle sikban
foglalt mormdlpolygonra lehetséges. '

Ezen dolgok elérebocsatasa utan két kiilonbozd
probléma var elintézésre a szerint, a mint a &,,
normalpolygonbdl vagy az F),, sokasiagbdl indulunk
ki. Ezen két probléméat kovetkezéképpen fogalmaz-
zuk meg:

I. Megadatvan egy ®,, normalpolygon, melyre
nézve a szogpontok cyklusaiban a szogeknek Osz-
szege egyenld a 27 megadott aliquot részével vagy
pedig zérus, keressiik, hogy vajjon a ®,, leképez-
heté-e kolesondsen egyértékilileg és conformisan egy

- I, egyszerien Osszefliggd sokasdgra, mely egy
(@p + 1) -szeresen Osszefiiggd és r kizart ponttal birs
F,p, feliletnek szétmetszése Aaltal keletkezik? .
II. Megadatik egy (2p + 1)-szeresen 0Osszefliggd
F, zart sokasdg, melyet az a,,..., a, singularis
pontoknak kiz4rdsaval 7 gorbe Altal hatarolt soka-
sdgga valtoztatunk; ezen singularis pontok mind-
egyikéhez egy egész szamot, (mely esetleg végtelen
nagy is lehet) jeloliink ki. -Keressiik, hogy vajjon az
F,, szétmetszése 4ltal keletkez6 Fp egyszertien 6sz-
szefiiggd sokasag kolcsonodsen egyértékileg és con-
formisan leképezheté-e egy normalpolygonra?
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Az egész szamoknak

(p’ L) .(/17 (/2) LR (/7)

rendszerét, mely mindegyik problemanak természetét
meghatarozza; az illet6 problema signaturd-janak
nevezziik. ‘

IV,

Az elsd problema targyalasa.

Legyen adva egy ®,, normalpolygon, azaz
tehit egy egyenes vonalak Altal hatérolt polygon,
mely a kovetkezd tulajdonsiggal bir:

Ha a ®,, keriletét pozitiv irAnyban befutjuk,
akkor az oldalak ezen sorrendben

Sr~—n S;l_—n"-) 81—7 Sﬁ—y Yj—; Bj“: Y;_’ 51-)"-7 Y}!—’ O_)—) 'Y1>—7 15_

‘kovetkeznek egymdsutin, az sz, si; v, Y5 8, OF

oldalpirok kongruensek, az s;, st oldalak altal a
- , . L

L szogpontokban bezart szogek egyenlék /—-val és a

g

tobbi A szogpontban a szogeknek Osszege egyenld

2 ) :

gr

-el.

Ezen szégeknek megaddsa altal, mint azt 1at-
tuk volt, meg van hatarozva, hogy vajjon a P sik,
melyben a ®,, polygon van, Riemann-, vagy Eukli-
des-, vagy Bolyai-féle stk-e; ezen sik gbrbiileti mér-
tékének abszolut értéke tobbé nem jon tekintetbe,
ha ¢ 10, c-t az egységgel egyenlének valaszthatjuk.?

t Ha a ¢ gorbuleti mértékkel biré P .sik (p, ¢) kanonikus koor-
dindtait egy dllandé v faktorral megszorozzuk vagy ha dltaldnosan a P
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Példa gyanant kiemeliink kiilonosen két esetet,
melyek az alkalmazisokban nagy fontossdguaknak
fognak bizonyulni (L VI fej.).

1. Legyen #=1 és az Ky, po]ygon szogeinek
osszege 2n. Eazt feltételezve, ha p=0 s igy tehat
¢ > 0, akkor nincsen polygon, azaz a polygon az
egész Riemann féle sikot betolti. Mivel ezen stkot
nyilvanvaldlag végtelen sokiéle médon lehet egy
tetszéleges egyszerlien oOsszefiiggd zart sokasdgra
egyértékileg és conformisan leképezni, a problemat
elintézettnek mondhatjuk, s ezért a kovetkezékben
is ezen esetet mindig mellézni fogjuk. Mivel, ha
p=1, ¢=0 (IIL. fej. 5. eset), a polygon nem mis,
mint az euklidesi sik parallelogrammaja. Ha p>1,
akkor ¢ << 0 mindig és a polygon egy a Bolyai-féle
sikban fekvé 4p oldallal.

SN B N B 1 Y

biré alakzat, melyrél mondhatjuk, hogy az euklidest
sik paxalleloclammajanal\ felel meg, mivel a v, &f,
v, % négy oldal a parallelogramma oldalaihoz
hasonl6 egyenléségi viszonyokat tiintet fel és a szo-
geknek Osszege itt is egyenlé 2z-vel. A Bolyai-féle
sikban fekv6, -4p oldallal biré ily alakzatot p-ed
rangw 1sogrammd-nak nevezzik s elsérangl iso-
gramma gyanant tekmthetjuk az euklidesy sik paral-
lelogrammajat.

sik egy eltoldsdt alkalmazzuk a yy-ra, akkor az egy y%¢ gorbiileti mér-
tékkel biré P’ sikba megy dt, melynek iveleme a P sik ivelemétdl a
i faktorban kildnbozik, tehdt a 2 és P’ megfelels 4brdi egymdshoz
hasonlék. Ha ¢ eltiinik, P' a P-vel Osszeesik, enné¢lfogva az euklidesi
sikban léteznek hasonlé 4brdk,
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Mivel az A4; substitutio nem mas, mint az iden-
tikus substitutio, ennélfogva az S, T3 eltolasok
kozodtt ezen vonatkozas all fenn:

f —1 g—1 —1 —1
T, 8, T, 87 T, S T S;77=1.

2. Ha p=0, r = 3, akkor a polygon egy 2r — 2
szogponttal bir6 alakzat, melyben az S; Si k=1,
2,..., r—1) oldalparok kongruensek. Ezen alakzat
csakis a III. fej. 1—4. eseteiben fekszik a Riemamnn-
féle s a 6—10. esetekben az euklidesi stkban; min-
den méas esetben a Bolyai-féle sikban; az ily poly-
- gont ruta-nak nevezziik. _

A ®,, polygon altaldban meghatarozza az

4, (w=1, 2,..., 1)

Sk Ty k=1, 2,..., p)
eltolasokat és pedig az A,k mindig parabolikus
vagy periodikus elliptikus substitutiok, ellenben az
Sk, Ty eltolasok, ha p=0, azaz kiilondsen ha a poly-
gon a Riemann-téle sikban fekszik, egyaltaldban nem
lépnek fel, ha pedig a polygon az euklidesi sikban
fekszik, akkor is csak a IIL fej. 5. esetében, midén
tehdt a polygon egy parallelogramma, 1ép fel.az S; &s.
T; s ezen két substitio ekkor pérhuza{nos eltolas,
tehat parabolikus substitutio. Minden méis esetben
a yi, y&, és &, & oldalparokat a Bolyai-féle sik
divergens egyenesei alkotjak, tehdt az S, T elto-
lasok sziikségképen hyperbolikus substitutidk.

. Egy 4p + 2r — 2 egyenes 4ltal hatdrolt sfk-

~ beli polygon alakjat illetbleg (azaz eltekintve a sikon

beliil val6 tetszleges eltolasatél) 8p + 4r — 7 valés
8

kl
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allandétél figg. Egy ®,, normalpolygonra nézve, a
mennyiben oldalai pAronként kongruensek, 6p-+3r—6
dllandé marad meg rendelkezésiinkre. Ha a g,
G2y - -+ ¢, szadmokat adottaknak vessziik, a

(}7; Ty J15 Gorevoy 95)

signaturdval biré ®,, normalpolygon 6p + 2r — 6
realis allandé6tél fog fiiggni, mely szdm, ha a ®,,
egy p > 1 rangszammal biré isogramma, (6p —6)-ra,
ha p=1, 2-re, ha az egy ruta, (2r — 6)-ra redu-
kaldédik.1 :

Ezen szam, .a mint annak lennie kell, meg-
egyezik azon lényeges parameterek szdmaval, melyek-
tél a normalpolygon 4altal meghatdrozott A4,, S,
T} eltolasok fiiggnek, ha a signatura adottnak
tekintetik. '

Ha az ezen eltolasokbdl és azok inverseibél
Osszetett G csoportjat vizsgaljuk az eltolasoknak,
nyilvianvalé lesz, hogy mindazon csoportok, melyek
adott signaturaval biré normalpolygonokhoz tartoz-
nak, holoedrikusan isomorphok, tehat a fentebb meg-
hatarozott szAm azon valés allanddknak a szamat
is szolgaltatja, melyektdl egy

(277 T; .,(/17 .(/2)"" .(/r)

signatura altal meghatarozott, holoedrikusan iso-
morph eltolasi csoportok osztalya fiigg. Az allandé
parameterek, melyektsl egy meghatarozott signatu-

1 L. Poincuré, Acta Mathematica, 1. kot., Klein, Mathem. Anna-
len, XXI. kot,, 196 1.
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raval biré ®,, normalpolygon fiigg, csakis bizonyos
" egyenlétlenségi feltételek altal korlatoztatnak. _
. Ha ezen parametereknek minden egyes érték-
rendszerét .egy v dimenziés (mely v szim a fentebb
adott szdmmal egyezik) = euklidesi tér egy-egy pont-
javal képzeljiik -elééllitva, akkor ezen pontok egy
a 3-ban foglalt v dimenzids M, sokasigot fognak
kitolteni, tehdt a megadott signaturdval biré6 minden
egyes normaélpolygonnak az M, sokasig egy pontja
felel meg. :

Poincaré ' kimutatott egy tételt, mely a kivet-
kez8 vizsgélatokra alapvets s mely szerint ezen M,
sokasdg_eqy zdrt sokasdyg.

Ha a ®,, polygonra az ezen polygon Altal
meghatarozott G eltolasi csoportnak minden eltol4-
sat alkalmazzuk, a P sikban egy, a @, ,vel kon-
gruens polygonokbdl 4ll§ hélézatot nyeriink. A Poin-
caré? altal azon esetre, midén a polygon a - Bolyai-
féle sikban fekszik, adott mddszer alkalmazasaval
altalanosan is kimutathatd, hogy az ily médon meg-
alkotott halézat polygonjai az egész sikot egysze-
rien és hézag wélkil befodik. e

Az eltoldsok G csoportjanak ez elébbi tételben
kimondott tulajdonségat a G+ csoport discontinuitdsd-
nak nevezziik, tehat a sziikséges és elegendd fel-
tétel arra néazve, hoAgy‘ az eltolasoknak a ®,, nor-
malpolygon altal értelmezett csoportja discontinuus

f Acta Mathematica, IV. kot, 250 1.
? Acta Mathematica, I. két., 27, 1.; V. 6. Handbuch der Theo~
rie der linearen Differentialgleichungen, II. két., II. rész, (Lipcse
1898.) 104 L s kov. : :

8*
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legyen, abban 4ll, hogy a szogpontok cyklusaiban "
keletkezd szogek Osszege zérus vagy 2w aliquot része
- legyen, vagy révidebben, hogy az 4,,..., 4, fun-
.[damentalis substitutiék kozott levéd elhptlkus substi-
tutiék periodikusok legyenek.

Ha a ®,, a Riemann-féle sikban fekszik, m1ve1

4w
az egész Reniann-féle sik teriilete véges — érték-

kel bir, a halémt polygonjainak szama, valamint a
discontinuus & eltoldsi csoport substitutidinak szama
: Véges, és pedig a III. fej. 1—4. esetetben annyi
mint 2¢,, 12, 24, 60, mivel tovdbb4 a ¢ gorbiileti
mértékkel biré Riemann féle stk mindig a hirom
dimenziés euklidesi- stk egy gombjére terithetd le,
ezen médon eljutunk azon eljarashoz, melynek segé-
lyével a gomb felilete kongruens goémbi sokszo-
gekre feloszthatd.

‘Ha ¢ = 0, akkor a hal(’uat polygonjamak szama,
valamint a discontinuus G eltolasi csoport substi-
tutiéinak szdma végtelen nagy. Hogy az I proble-
mat elintézzik, ki kell mutatnunk, hogy léteznek az
7 valtozdnak oly . monogén fliggvényei, ‘melyek a
@, -n beliil raczionalis fiiggvények természetével bir-
nak és a melyek a ®,, kongruens o'dalainak meg-
Afelelé pontjaiban ugyanazon értéket -veszik fel. A G
csoporthoz tartozé ily fiiggvényeket Klein szerint
automorph figgvények-nek nevezziik. Minden nehéz:
- ség nélkil kimutathaté ez azon esetre, midén p=0,
r=3; ezen s egynehiny mas konnyen elintézheté
esetet elére vesziink, hogy a kovetkezé Altalinos
vlzsgalatok konnyebb megértésére szolgald példamk
legyenek.
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Ha p=0, r=3,' a polygon egy négyoldald
ruta, mely mivel e szdm 6p + 2 — 6=0, a ¢,
s, ¢s harom szdmnak megaddsival teljesen meg
van hatdrozva. A III. fej..(6) alatti masodrendd
differenczidl-egyenletben, mivel p=0, a ¢(2) egyitt-
haté a z-nek raczionalis figgvénye és, mint.mindig,
ha p=0, az F), sokasag gyanant valaszthatjuk az
euklidest sikot, melyen a 2z komplex valtozé érté-
keit kozonségesen abrazolni szokds; mivel ezenkiviil
egy, a #re alkalmazott linearis transformacziéval az
a,, ay, ay singularis pontokat a z sik 0, I, & pont-
jaiba vihetjiik 4t s mivel a 1L fej. (6) alatt levé
egyenlet a Fuchs-féle osztilyhoz tartozik és a deter-

mindlé fundamental egyenletek gydkeinek kilonb-

. 1
ségel szitkségképen o gi, gi értékkel birnak, ezen
1 2

3

differenczidlegyenlet a

72 ZI—Z;—Z iz'—l i;‘f"iu—ia*l]
qy 2Y _“ly g . g 9 g
( ) 9 4 1 2 1 2 3
dz 1 + +— :
22 (1—2)* 2(1—2)

alakot olti fel, mely lényegében egy Grauss-féle diffe-
fenczidlegyenlet. Kimutathatd, hogy ezen egyenlet-
bél a z tényleg az integralhanyadosnak, n-nak auto-
morph tiiggvényeként jelenik meg. Ha ¢ > 0, azaz
a III. fej. 1— 4. eseteiben ezen egyértéki fiigg-
vény raczionalis, s ez altal nyerjiik azon  eseteket,
melyekben a () egyenlet az gynevezett szabalyos
testek fuggvényeit értelmezi. Ha ¢=0, a IIL fej.

t Schwarz, i. h ; Klein Ikosaéder\(Lif)cse, 1884) ; Klein-Fricke,
Modulfunctionen (Lipcse, 1890), 65 1. s kov,
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7. esetében z az W-nak egyszertien periodikus fiigg-
vényeként jelenik meg, a III. fej. 8 - 10. eseteiben
pedig a 2z az 7m-nak biperiodikus fiiggvénye lesz,
melynek egy masodik vagy harmadik egységgyok-
kel valé6 komplex multiplikicziéja van., Azon esetek-
ben, melyekben ¢ < 0, az 7 véltozénak 2z fiiggvénye
az n-nak csak oly értékei mellett létezik, melyek a
Bolyai-féle sik valds pontjainak felelnek meg, azaz,
melyekre nézve 1 -+ ¢ = 0, ezenkiviil ezen figg-
vény a czélszerlien valasztott (0, @) és (1, @) met-
szetek 4ltal szétmetszett euklidesi z sik egyértékd
és conformis leképezését szolgéltatja a Bolyai-téle sik
egy négyszogl rutdjara. Ha g,=g,=¢; =0, mely
esetben ezen rutanak négy szégpontjat a Bolyai-féle
sik végtelen tdvoli pontjai képezik, az Ugynevezett
elliptikus modulfiggvényekhez ! jutunk.

Elintézvén azon eseteket, melyekben a @, , poly-
gon egy Bolyai-féle sikban fekszik, azon esetek koziil,
melyekben a ®,, az cuklidest sikban fekszik, mér
csak kettd, nevezetesen a III. fej. 5. és 6. esete
van hatra. .

Az 5. esetben, melyben a ®,, az euklidest sik-
nak egy parallelogrammaéja (®,), az elliptikus figg-
vényeknek elmélete szolgaltatja m-nak azon egyér-
tékl tiiggvényeit, melyek a @, paralellogramman
beldl raczionalis figgvények természetével birnak s
a melyek a @, szembentekv$ oldalaiban ugyanazon
értéksorozatot veszik fel, vagyis a ®@,-hez tartozd
automorph fiiggvényeket. Ezen fuggvények meg-

! L. Fuchs, Journal fir Mathematik (Crelle), 83. kot. Dedekind,
u. o.; Klein-Fricke, i. h.
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alkotdsi médja a @, oldalait képezd két geometriai
mennyiségnek T hanyadosatél figg; ez két realis
dllandbval aequivalens komplex allandé, melytél a
®, parallelogramma lényegesen figg. Az 7 tigget-
len véltozénak a ®i-hez tartozé automorph (ellip-
tikus) fuggvényei azoknak ketteje

altal, melyek kozott egy elsérangt algebrai egyenlet
all fenn, raczionalis médon fejezhetdk ki s minden
(2, 1) értékparnak a @, parallelogramman beluI egy
pont felel meg és viszont. Ha

t=ax+y\V—1, s=utovy—1, p=pt+qy—1

tesszik, x, ¥, w, v a p, q egyértékl tiggvényei lesz-
nek, melyek ha példaul z, y, egy négy dimensids euklr-
dest tér koordinatainak tekintetnek, egy

2.

dse=|dz|? + |

W[z (dph dg?)

ivelemmel biré két dimenzids F, sokasdgot hata-
roznak meg. A z, t figgvények segélyével az F-en
a @, oldalainak megfelelé két gorbe par hataroz-
tatik meg, melyek az F)-et egyszerten oOsszefiggd
F, sokasigba szétmetszé C,, D, metszetek gyanant
tekintenddk, az F, sokasdg ekkor a ®, sokasiggal
homoeometrikus. Az F,-nek az cuklidest z-sikba valé
projicialasa altal a kozdnséges Riemann-téle feliletet
nyerjik, mely a f-nek, mint z fiiggvényének a szét-
| Agazhsat tiinteti fel, 2 alkalmas valasztisival 1 egy
- elséfaji elliptikus integral altal
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_ dz
T‘_S \/5(1-—2) (1—Fk22)

lesz kifejezve, mely integrilnak modulusa, a &, a
T mennyiséggel, mint elliptikus modulfiggvény,
ugyan egyértékiileg, azonban transcendes mdédon
van meghatarozva.

A 6. esetben a ®,, polygon egy euklidess sik-

ban fekvé hatszog, mely azonban haromszognek
tiinik fel, melyben az egyes oldalak felezési pontjai is
szogpontoknak tekintenddk, és mely lényegében véve
két valés 4llandétdl figg. Mivel p=0, a z alkalmas

vélasztdsival a négy singularis pont koziil harmat,-

pl. a,, a,, a,-t az F,, gyanant tekintendd euklidesi
siknak 0, 1, o pontjaiba vihetiink -at, mi 4&ltal a
III. fej. (6) egyenlete ezen alakot veszi fel:!

® s

dz?

1 R 3 R® )2
{? R 16 Rs R}
hol
R=2(2—1) (#—as),

s-a A, @, még meghatarozandé allandékat jelentenek.

Azon feltétel szerint, hogy a projektiv substitutidk,

melyeket a z valtozé korilfutdsanal az 7 integral-
hanyados szenved, az euklidesi sik eltoldsai, a A eltii-
nik, az a;, komplex allandé pedig, mely a ®,, poly-
gont meghatarozé két realis allandéval aequivalens,
egyértékiileg meghatarozhaté, és pedig, mivel

dz
=" S\/—ﬁ + 75

t Fuchs Gottinger Nachrichten 1881. 445.!
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hol v, y,, 4llanddk, taldljuk, hogy az lényegében
ismét egy elliptikus modulsubstitutid.

Miutdn azon eseteket, melyekben ¢.= 0, ily
médon elintéztiik, kezdettél fogva feltehetjiik, hogy
a @,, polygon egy Bolyai-féle sikban fekszik, midén
is az eltolasok ‘discontinuus G csoportjat Fuchs-
féle csoportnak, az ehhez tartozé automorph fiigg-
vényeket pedig Fuchs-féle fliggvényeknek nevez-
cuk; ezen fiuggvények létezésének kimutatasara két
Gt kindlkozik, melyeknek kifejtéséhez most altal-
megyink.

Az egyik, Klein! Altal adott médszer azon prin-
cipitumokon alapszik, melyeknek segélyével egy két
dimenziés zart sokasigra (Riemann-féle felilletre)
nézve a hely monogén és egyértékl fiiggvényeinek
l1étezése kimutattatik, ezen mdédszer nemcsak azon
esetben alkalmazhaté, midén a polygon egy Bolyar-
féle sikban fekszik, sét czélhoz vezet akkor is,
ha ama feltételt, hogy a @,, egy cyklust képezd
szogpontjaiban keletkezd szogeknek oOsszege a 2=
aliquot része legyen, elhagyjuk. ?

A masik médszer szerint,. mely Poincarétdl ®
ered, a Fuchs-féle figgvények 1étezését az altal mu-
tatjuk ki, hogy ezen fiiggvényeket bizonyos konver-
gens sorokkal allitjuk eld, ezen mddszer azonban

' Mathematische Annalen, XXI. kot., 141 |; Ritter, u. 0., XLL
kot, 1 1.; XLIV. kot,, 349 1.; V. 6. Kicin-Fricke, Automorphe Func-
tionen, II. kot. (Lipcse, 1901). ’ ‘

? Ha a sz6gek Osszege nem aliquot része a 2r-nek, akkor az 7
viltozénak azon fiiggvényei, melyeknek létezése kimutattatik, mar ter-
mészetesen nem lesznek mindentitt egyértékiick.

s Acta Mathematica, I. két., 193 L. s kov.
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csak akkor alkalmazhat6, ha a ®,, normilpolygon
egy Bolyai-féle sikban fekszik s az 6 szogei eleget
tesznek azon feltételeknek, melyekbél a G csoport
discontinuitdsa kovetkezik. Alapszik egy oly gondo-
laton, mely A4ltaldinosabb kérdések felvetésénél is
nagy fontossiggal bir.

Ha a ®@,, polygon altal meghatalozott Fuchs-
féle G' csoport substitutidit egy bizonyos sorrendben .

So, Sty Sy oy (So=1),

betiikkel jeloljuk s H(n)-val az n-nak egy bizonyos
raczionalis fiiggvényét, mely a Bolyai-féle sik egyet-
len egy végesben fekvd 7-helyén sem valik végte-
lenné, akkor a
= CI)

1) o) = = H(Sw) ‘“”7)

v=20 . d‘r)
végtelen sor, melyben m az egységnél nagyobb po-
sitiv ecrész szamot jelent, feltétlentil és egyenletesen
konvergens az %-nak minden komplex értékénél
kivévén azokat, melyek mellett az

@) 1+em =0,

egyenlet teljesiil és a melyek mellett a H(Svy) vagy

dSy T :
_dn—n raczionalis figgvények valamelyike végtelenné

valik.

Poincaré az (1) sornak, melyet Fuchs-féle Theta-
sornak nevezett, konvergenczidjat két kilonbozd Gton
mutatta ki; mindkettdben kozos annak a kimuta-
tasa, hogy az (1) sornak konvergenczidja a
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> "m

v=0 d’l
- sor konvergenczigjatél figg.

Az elsé bizonyitasi méd 1ényegében azon alapszik,
hogy. a Bolyai-féle S sikot, mely a @,, polygont
tartalmazza, egy '

ds =|dy| = Vdp*+dg?

ivelemmel biré = euklidest sikra egyértékileg leké-
pezzilk olyképpen, hogy az S sik realis pontjainak
a ¥ stk (2) alatti korének belsé pontjai, -az § sik
végtelen tivoli pontjainak pedig a (2) kor keriiletén
tekvé ¥ -pontok felelnek meg. Ha mar most egy 7
pont kordl, mely a = siknak a ®,, polygonnak meg-
felel6 ®,, tartomdnyan belil fekszik, egy teljesen a
®, ,n belil fekvd bizonyos C, hatarolt részt gon-
dolunk és megszerkesztjiik mindazon C, tartomanyo-
~ kat, melyek a C,-bdl az S, substitutiék “alkalmaza-
sival keletkeznek, akkor ezek mind a (2) koron beliil
fognak fekiidni és a (' csoport discontinuitasa kovet-
keztében egymast at nem fedik, igy‘ tehat az euklidest
~ geometria szerint vett teriileteiknek Osszege, a meny-
nyiben kisebb a (2) kor terileténél, véges értékkel
bir; ebbdl kozvetlentl kovetkezik, hogy a (3) alatti
sor konvergens. ’

A masodik bizonyitasi médnal csakis a Bolya-
féle S sik felmérése hasznéltatik fel. Szerkessziik meg
az 7= 0 pont, mint kozos kozéppont korul a korok-
nek egy C,, C,, ... sorat, melyeknek radiusai a
" Bolyar-féle geometria szerint mérve szidmtani halad-
vanyban novekedjenek. Ha U, a (3) alatti sor azon
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tagjainak Osszegét jelenti, melyekre nézve 7-nak a
@, ,n belil vald vilasztasa mellett az Syy-pontok
a C,—z1és C, éaltal hatarolt korgytriben fekiisznek,
akkor adédik, hogy

: K
U, < en(m——])p s

hol a K'egy_ 'meghatéarozott allands, , pedig a C,
kornek a sugara, innen kovetkezik, hogy a (3) alatti
sor gyorsabban konvergal, mint a

» K

¥ en(m — Tp
n=20

geometriai sor. Ezen blzonyitééi méd alapjan a
6p +2r — 6 realis parameternek, melyek a @, , poly-
gont adott signatura mellett meghatirozzak, bizo-
nyos hatarok kozott val6é varidlasa 4ltal megismer-
jik azt is, hogy az (1) alatti sor, a mennyiben ezen
parameterekre nézve egyenletesen konvergens, azok
folytonos tiggvényét allitja eld.

Az (1) sor tehat azon 7-értékek me]lett melyek
a Bolyar-téle sik valés pontjainak felelnek meg, azaz,
. a melyek az

| Ionn >0

egyenlétlenségnek eleget tesznek, az n-nak egy mo-
nogén és eg}yértékﬁ figgvényét allitja el6, mely a
®, , polygonon beliil csak véges szdmd pontban
valik araczionalis figgvényhez hasonldan végtelenné;
ezen fiiggvényre nézve a § sik végtelen tavoli pont-
jainak, azaz a (2) alatti egyenletet kielégité 7-érté-
keknek Osszesége természetes hatdrt képez. Arra, hogy
az (1) sor azon 7-értékek mellett, melyek az .
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1+c*q-_n_<0

egyenlétlenségnek tesznek eleget, szintén egy egy-
értéki fluggyényt allit eld, melyre nézve a (2) egyen-
letet kielégité 7n-értékek természetes hatart alkotnak,
a kovetkez$ vizsgalatokban nem lesziink tekintettel ;

annyi azonban bizonyos, hogy ezen két fiiggvény
- kozott, jollehet egy és ugyanazon analitikai kifejezés
altal vannak eldallitva, semmiféle analitikai kapcso-
lat nincs. Most tehat kizardlag az (1) sor altal a
Bolyai-féle sik realis pontjaira nézve értelmezett
figgvénynyel, mely Fuchs-féle Theta-fiiggvénynek
neveztetik, fogunk foglalkozni. ‘ '

Ezen figgvény nyilvanvalélag eleget tesz a

) B(8n) = (" :}" )*”’@ )
Ui

functionalis egyenletnek, tigy, hogy kiilonboz6 H(y)
raczionalis fiiggvényekkel, de egy és ugyanazon m
.szammal megalkotott Fuchs-féle Theta-fliggvények-
nek O-adfokt raczionalis homogén forméja nem val-
tozik, ha 7-ra a Fuchs-féle G csoport substitutioit
alkalmazzuk ; ezen alak, mivel a ®, ,~n beliil véges
szgmt  helyen vélik raczionalis fiiggvény médjara
végtelenné, egy a @, ,hez tartozé Fuchs-féle figg- .
vényt 4llit eld. Nyilvanval6, hogy minden ily fiigg-
vény azoknak ketteje: -

g=o(n) , t=49(n

altal, melyek kozott egy F'(2,t) = 0 p-ed rangli'algébrai
relaczi6 4ll fenn, raczionalis médon Kifejezhetd,
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Ha :
z=ugoy—1, t:.'c+y\/:3
tessziik, akkor 7-nak ezen két fiiggvénye, z és ¢ 4ltal
az (u,v,z,y) négy dimenzidés euklidest térben egy
két dimenziés, (2p + I)-szeresen Osszefiiggd ¥, soka-
sagunk van elkiilonitve, melyben a &, , polygon szog-
pontjainak megfelelé » szamu pont kizdrandé pont. Ezen
sokasdg a @, , oldalainak megfelel6 gorbék mentén
s7étmetszetvén, egy egyszeriien Gsszelliggd sokasagba
megy at, mely a ®,, polygonhoz homoeometrikus-
nak mutatkozik. Ha F', -t a z complex valtozé 4bra-
zolasara szolgalé sikra projicialjuk, akkor egy kozon-
séges Riemann (éle feliletet nyeriink, mely a z nek
t algebrai fiiggvényéhez tartozik s mely a @, , poly-
gon szogpontjainak megfeleld 7 pontban singularis
pontokkal bir. ‘
Az els6 problemdnak ily médon vald elintézé-
sével mondhatjuk, hogy ezen két z=9() és t=4%())
figgvény 4ltal a @,, polygonnak egy zart és r sin-
gularis ponttal biré sokasiagba vald Atalakitasa, mely-
hez a IL. fejezetben a @, ,nek az analysis situs szem-
pontjabél valé deformatiéja  és a konjugélt oldalak
egyesitése 4ltal eljutottunk, gy végezheté, hogy a
keletkez$ sokasdg, vagy szabatosabban a neki meg-
felels s egyszeresen Osszetiiggs sokasdg a ®,, poly-
gonnal necsak homoeomorph, hanem homoeome-
trikus is legyen. _
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V.

A masodik probléma targyalasa.

Most egy (2p--1)-szeresen Gsszefiiggs, két di-
menziés zart sokasagbdl kell kiindulnunk, mely
@y, . .., @ 7 szdmu helyen singularis pontokkal van
ellaitva s ezek mindegyikéhez egy meghatarozott
egész szdm van kijelolve. Az ezen F), sokasighoz
tartozé egyértékd és monogén fiiggvényei a hely-
nek, azoknak ketteje, z és ¢ Altal raczionalis médon
fejezheték ki, mig ezen z és ¢ kozott egy F(z,t)=0
p-edrangt algebrai egyenlet all fenn. A z-nek ezen ¢
- algebrai tiggvénye egy az euklidesy z sik folott ki-
terjesztett s az adott F), sokasaggal homoeometrikus
Rremann-féle feliletet hatdroz meg. Ha nem ezen
zart sokasagbdl, hanem a két 2z és ¢ valtozé kozott
fennallé F(z,)=0 p-edrangt algebrai egyenletbdl in-
dulunk ki, akkor a z euklidesi sik folé elhelyezett
s a t algebrai fiiggvény szétdgazasat eléallité R, Rie-
- mann-féle feliiletnek megalkotdsa semmi akadalyba
sem iitkozik. Hogy ezen feliilet egy (2p + 1)-szeresen
osszefiiggd zart sokasaggal, pl. egy Bolyas-féle nor-
malfeliilettel homoeomorph, az az 1. fejezetben foglalt
vizsgalatok alapjan nyilvanval6, de még az, hogy
* vajjon R, pl. egy Bolyai-féle normélfeliiletre homoeo-
metrikusan vonatkoztathaté-e, eddig nincs eldontve.!
Ennélfogva a masodik problémat megakarvan for-

t V. 6. Poincuré, Journal de Mathématiques (Lioaville), V. ser,,
IV. két., 149 1.
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muldzni, elészér is kiindulunk egy, a 2z complex
valtozé euklidesi sikja folott kiterjeds s (2p + 1)-sze-
resen Osszefliiggd Riemann-féle feliletbdl, mely a
znek t algebrai fiiggvényét értelmezi, azutan pedig a

2=a,, t:bk - (k:z,2,...,’)”)

pontoknak kizarasival ezen felilletet R,, -be ala-
kitjuk 4t és minden kizart (a,,b,) ponthoz egy g,
egész szdmot jeloliink ki, s most kérdezziik, hogy
vaj‘jon‘ az egyszeresen Osszefiggé R,, feliilet, mely
az R,pbol czélszeriien vélasztott metszetek alkal-
mazasaval keletkezik, a (p.7, ¢y, ..., ¢,) signaturaval
bir6 &, , normalpolygonra homoeometrikusan vonat-
koztathato-e? Analytikailag ezen kérdés gy tehetd fel:

A ®,, normalpolygon meghatérozésénak lehetd-
ségét feltételezve, n=p + ¢y—17, mint a

dy
(1) ) dz“ B Q(Z:t)y

masodrendd  differenczidlegyenlet integralhanyadosa
lesz értelmezve, mely egyenletben ¢(z,t) az adottnak
tekintendé ' '

@ Fz,t)=0 .
p edrangt egyenlet 4ltal 6sszekapesolt z,t valtozéknak
raczionalis fliggvényét jelenti. Ezen raczionalis fiigg-
vény meghatarozdsdhoz a probléma adatai (v. o.
III. fej.) a kovetkezd feltételeket szolgaltatjak: Az
(1) differenczidlegyenlet a  Fuchs-féle osztalyhoz
tartozik, azaz integriljai sehol sem hatérozat-
lanok, az (a,, b,) singularis pontokhoz tartozé
determinal6 alapegyenletek gyokeinek kiilonbségel

1 .
g—kértékkel birnak, minden mas (zf) helyen az 4
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integralhdnyados szabdlyosan viselkedik, azaz az
R, felilleten egyértékii, véges és folytonos. Altala-
nosan csupan ezek a feltételek a q(2,¢) teljes meg-
hatdrozdsidhoz nem elegenddék, hanem még bizonyos
szAmG algebrailag meg nem hatarozhaté Allands,
melyeket Klein szerint accessorius parameterek-nek
neveziink, hatarozatlan marad. Csupan ha p = 0,
=3, tlinikk el az accessorius parameterek szama,
mely esetben a probléma a IV. fej. fejtegetéseivel
mar elintézést nyert; ugyanez all a III. fej. 5. és
6. eseteire 1is, melyekben accessorius parameterek
lépnek ugyan fel, azonban ezeknek meghatarozasat
maga az elliptikus fiiggvényeknek az elmélete szol-
géltatja. Mindazaltal az ily médon elintézett esetek is,
‘melyekben a @, , normalpolygon a Riemann-féle vagy
euklidest sikban fekszik, azaz melyekben a

32— @+

=1 %k
szam pozitiv vagy zérus, targyit fogjak képezni a
kovetkezd vizsgalatoknak.

Midén ¢(z,)-t a probléma adatai altal szolgil-
tatott feltételek szerint valasztjuk, az (1) alatti diffe-
-renczidlegyenletet normdlis egyenletnek * nevezziik.
Az (1) alatti differenczidlegyenletek koztl azokat,
melyek csak az accessorius parametereknek kiilon-
boz6 értéker altal kiilonboznek egymastdl, egy typusba
foglaljuk 6ssze, ugy hogy probléménk a kovetkezd
kérdésre lesz visszavezetve: '

Vajjon az (1) alatti mésodrendt differenczial-
‘egyenletben az accessorius parameterek meghatéroz.-

t Poincaré Acta Mathematica, IV két., 223 L
. 9
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haték-e gy, hogy azon projektiv substitutibknak
csoportja,! melyeket az v integralhdnyados szenved,
ha a (2t) pont a Riemann-féle felilleten minden zart
Gtat befut, tisztin azon P sik eltoldsaibdél legyen
Osszetéve, melyet a probléma signaturija természete
szerint meghataroz.

. Ezen kérdés éaltalanossagban valé elintézése
czéljabdl tobb médszert kovethetiink, melyeket egyen-.
ként roviden le fogunk frni.

1. Continuitasi mddszer.

Ha feltessziik, hogy a normalpolygonban csakis
azon adatok vannak megadva, melyeck a probléma
signaturajat meghatérozzak, azaz csakis a p,7,¢, ..., 9,
szamok, -azonban sem a Riemann-féle feliilet, vagyis
a (2) alatti algebrai egyenlet, sem a kizart pontok
(az, bs) helyei nem, akkor a q(2) egyiitthaté is bizo-
nyos N szdmu parametertd]l fog figgni. Ezen para-
metereknek minden értékrendszere egy M sokasag
pontjit jelentheti, dgy, hogy a signatura megadat-
van, az (1) alatti differenczidlegyenletek minden ty-
pusa ezen sokasag egy pontjanak felel meg. Ha
ezen M sokasdggal azon M, éokaségot 6sszehason- -
litjuk, mely -a III. fejezetben az &ltal volt értelmezve,
hogy az M, minden pontja egy (P,7,01,- -5 9,)
signaturdval biré ®,, normalpolygonnak felelt meg,
akkor az el6z6 IV. fejezetben foglalt eredmények
alapjan mondhatjuk, hogy az M, minden pontjanak
az M-nek egy j6l meghatirozott pontja felel meg.

t Az (1) diffenenczidlegyenlet dgynevezett monodrom csoportja, .

* Poincaré, 1 m. 233 . s kov.; Klein, Mathematische Annalen,

XX, kot.
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Mivel pedig fennall azon tétel,! hogy az (1)
alatti differenczidlegyenleteknek .egy typusan belil
csak egy oly egyenlet létezik, melynek monodrom
csoportja csupan a P sik eltolasaib6l van Gsszetéve,
ennélfogva az M egy pontjanak az M, -nek egyet-
len-egy pontja felel csak meg. Mivel — mint a IIL
fejezetben lattuk volt — az M, sokasdg zart sokasag,
ebbdl kovetkezik, hogy forditva az j5 sokasig min-
~den pontjanak az M,-nek szitkségképen egy pontja
felel meg, azaz, hogy az (1) alatti differenczidlegyen-
letek minden typusanak egy &;, normélpolygon felel
meg, mialtal a felvetett kérdésre igenl valaszt
nyertiink.

2. A Liouville-féle differenczialegyenlet integralasan -
alapulé modszer.? )

~ Elgszor” is gondoljunk megadva egy (20 + 1)-
 szeresen Gsszefiigg8, két dimenzids zart F), sokasé-
got, pl. egy Bolyai-féle normélfeliiletet; z és ¢ legyen
az Fj-n-a helynek két egyértéki és monogén fiigg-
vénye, melyek az F(z,f) =0 egyenlet altal vannak
osszekapcsolva. Ha azutdn z=w 4+ v J—1 tessziik, az
F, iveleme, dS a '

3 dS?=A (du?-+ dv?)

egyenlettel lesz elballitva, melyben a A az w, v-nek
egy ismeretesnek tekintend§ fiiggvényét jelenti. Az
F, sokasigbdl a ‘

t Poincaré, i. m. 231 1.
* Poincaré, Journal de Mathématiques (Liouville), V. ser., IV. két,,
137230 L ; v. 6. Picard, u. o., IV. ser.,, VI, 1X. két., V. ser., IV. kot.

9*



132

@ . 2=ay, 1=b,

pontok kizdrdsa A4ltal egy gérbékkei hatarolt I,
sokasag keletkezik, melynek signaturdjat az (a,, bs)
kizdrt pontokhoz bizonyos ¢, egész szdmok kijelo-
lése altal alkotjuk meg. Ha az F, ,egyszeri Ossze-
fliggd sokasdggal, mely az F, ,-bél ennek szétmet-
szése altal keletkezik, homoeometrikus &, , normal-
polygon létezik, akkor a P siknak, melyben a ®,,
tekszik, iveleme, ds sziikségképen a

®) ds?= X\ (du® + dv?)
alakkal lesz kifejezve, hol (v. o. III. fej.)
U = log
a :
' - U
AU = —2Rce

Laouwille-féle egyenletnek és igy

— A
U=U=—logh=log x

3 ' B T

6) DU=—2ce—DlogA
mésodrendii differenczidlegyenletnek tesz eleget, mely
egyenletben

DV =2aV

teendd. Innen kovetkezik, hogy az % véltoz6, mely-
nek segélyével a ®@,, és J,, kozott fennallé homoeo-
metrikus vonatkozast nyerjiik, a

dzy .
(7 e = 1@y
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méasodrendd linearis dlffelencnalegyenletnek mely-
ben a

vl

(8) : 1 0% 2
2.t = — = =
100 ¢ 82 ¥ VA

integralhanyadosaként jelenik meg s kétségtelen, hogy
a (7) alatti differenczialegyenlet a fentebb adott ér-
telmezés szerintt normalegyenlet. Mivel a fentebb
emlitett feltételek, melyeknek a probléma adatai ko-
vetkeztében a ¢(z,t) alavetends, meghatarozzak, hogy
miképen viselkedik a ¢(zf) az F,, minden egyes
helyének kérnyezetében, meghatérozzak tehat, hogy
 mimédon viselkedik az w,v valés véltozéknak realis
U figgvénye s kittinik, hogy [/ az egész I, felii-
leten egyértékli és folytonos és csakis az (ay, b,)
singularis pontokban valik végtelenné a ¢, szdmok-
kal meghatarozott médon. * Ennélfogva? egy az I,
feliileten -(a singularis pontok kivételével) egyértékii
és véges realis A fiiggvény hatarozhaté meg ugy,
hogy az

e »

U=U+h=1U- logA + 1
figgvény az egész F, felilleten véges maradjon,

ezen [J figgvény a

9 pT=0e"—0

egyenletnek tesz eleget, hol

0= '_2cz,h , ©=DlogA — D

t Poinearé, i. m 157 1.
3 Poincaré, i. m, 160 1.
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van téve. A @ és @ figgvények a probléma adatai
altal vannak meghatarozva, a © mindig zérustél kii-

® T .
16nb6z6, g tehat mindig véges értékkel bir s mint

konnyen igazolhatd,! a

SS@Adu dv

integralnak, kiterjesztve az egész F) feliiletére, - ér-
téke

ro 1
4n{2]]+’r——2 -3 ———} ,
k=1%

mi (v. 0. 109 1) nem m4s, mint a

(P e - s G))
signaturaval biré6 ®,, normalpolygon ellentétes jellel
vett curvatura integrijanak kétszerese.

Most annak megvizsgalasarél, van a szé, hogy
vajjon adott F), feliilet, megadott (a,, b,) singularis
pontok és adott g, egész szAmok mellett, azaz a
A, 8, ® fiiggvények megadasa mellett a (g) alatti
parczialis differenczidlegyenletnek egy az egész F)
zéart felileten egyértéki és véges 7 figgvény altal
eleget lehet-e tenni.. Hogy ily megoldas létezik, azt
Picard és Poincaré kiilonb6zd mddszert kovetve,
kimutattdk. '
, Ha mi nem az F), zart feliletbél, hanem az

F(z2,t)=0 p-edrangi egyenletbdl indulunk ki, akkor
az elébb adott mdédszert médositanunk kell. . Ha
ugyanis R,-t kozonséges Riemann-féle feliletnek
tételezziik fel, mely a 2 valtoz6 ¢ algebrai figgvényének

_ 1 Poincaré, i. m. 227 1.
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szétdgazasat allitja el6, akkor csakis egy, az Rp-vel
homoeomorph (nem homoeometrikus) (2p - 1)-sze-
resen Osszefiggd Fp Bolyar féle normélfeliiletnek Iéte-
zését tételezhetjiik fel, tehat ekkor az F), iveleme
altalanosan nem a (3) -alakot, hanem a

dS* = Fdu® + 2 Fdu dv + G dv?

altalanos alakot olti fel, minélfogva, mint azt Poin-
caré kimutatta, a A mennayiség . helyett az euklidest
z sikban és az F), feliileten egymasnak kolcsonosen
megfelel6 feliiletelemek hanyadosa teend$, minden
egyéb azonban valtozatlandl marad.

3. Az ismételt transformaczié modszere.’

Ezen médszer eddig még csak azon 'specialis
esetre van keresztiil vive, midén p=10, g, = és
az &,, ..., a,singularis pontok (melyek, mivel p=0,
az euklvdesy # sikban fekvSknek gondolandék) egy
koron fekiisznek. !

Geometriai szempontbdl az ezen fejezetben va-
zolt vusgalatokbc’)l a kovetkezbket nyerjik.

Két sokasig, melyek (2p+1)-szeresen Osszeflliggo
. zé4rt sokasigokbdl # singularis pont kizdrdsa éltal
keletkeznek, mindig homoeomorphok, azonban akkor
és csakis akkor homoeometrikusak is, ha nekik
ugyanaz a normalpolygon felel meg.

t Journal fir Mathematik (Crelle), CV. két., 181—232 1., Hand-
buch der Theorie der lin. Differentialgleichungen, IL koét., II. rész
(Lipcse, 1898), 268 —324 1.; v. . Poincaré, Acta Mathematica, 1V,
kot., 285 —300 1.
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VI

Alkalmazasok.

Miel6tt az eldzékben vézolt 4ltaldnos elmélet
alkalmazasait sorolndék fel, nehany kulonos esetet
vegylnk szemiigyre.

1. A ket valtozé kozott fennalld algebrai egyenlethez
tartozd isegramma.t

A vizsgalatot azon esettel kezdjilk meg, midén
a normalpolygon egy p-edrangd isogramma (lasd
112 1), kizarvan a p=0 trivialis esetet. A III. és IV.
fejezetekben kifejtettekbdl a kovetkezdket kapjuk:

a) Ha egy p-edrangi isogramma adva van,
akkor 7-nak mindazon egyértékd figgvényei, melyek
a ®,-n beliill raczionalis fiiggvény természetével bir-
nak és a melyek a ®, konjugalt oldalainak megfe-
lelé pontjaiban ugyanazon értéket veszik fel, azok-
nak ketteje: ,
: 2=9(), t=9(n)
altal, melyek kozott egy

Fiz)y=0 -

p-edrangd algebrai egyenlet 4ll fenn, raczionalisan
kifejezheték és az isogramma az R, egyszerlen
osszefiggd felilettel, mely az F(z,{)=0 egyenlethez
tartozé R, Riemann-féle feliletbél alkalmasan va-
lasztott metszetek 4ltal keletkezik, homoeometrikus.

2 Poincard, Acta Mathematica, I. k6t, 254, | s kov.; Klein,
Mathem. Annalem XXI, két, 141 . s kov ; Schwarz, Gesammelte
Abhandlungen, II. két. (Berlin, 1890.), 363 1. s kov.
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b) Ha forditva egy F(z,t)=0 p-edrangt élgebrai
egyenlet vagy a hozza tartozé Riemann-féle feliilet
van adva, ezen feliilet alkalmasan valasztott C,, D,
metszetek altal egyszertien Osszefiggé R, feliiletbe
alakithatdé, mely mindig egy ®, p-edrangi isogramma-
val homoeometrikus. A P sik, melyben ezen iso-
gramma van, csakis a p=1 esetben euklidesi, ha
pedig p>1, mindig Bolyai-féle sik. Ha y,q a P
sik kanonikus koordinatai, akkor zés tazn=p+q/—1
egyértéki és automorph fiiggvényei és pedig a p=1
esetben biperiodikus, ha pedig » > 7, Fuchs-féle figg-
vények, melyek az 7-nak csak azon értéker mellett
léteznek, a melyeknek a P sik valés pontjai felel-
nek meg.

Az F(z)= 0 egyenlethez tartozé elsé- és masod-

faji integralok is egyértékiiek az 7-ban és midén s 7
a @, isogrammahoz tartozd eltolasok csgpmtja--i_;.
nak egy substituti¢jat szenvedi, az ily mt(;graIQ .
periodiczitasi modulussal szaporodik. i / PR

Az itt adott mddszer egy p-edrangi egy ettel

osszekapcsolt valtozékat azon esetben, midén =7

az els6faji integralnak egyértékli és biperiodikus ‘

fuggvényeinek ismeretes alakjaban allitja eld, ennél-
fogva ezen valtozéknak a p>1 esetben Fuchs-féle
fuggvények segélyével nyert elballitasat, a p=1 eset-
hez tartozé ismeretes eldallitisnak természetes dlta-
ldnositasaként foghatjuk fel.

¢) Ha G(z,t)= 0 oly egyenletet jelent, mely
az F(z,t) = 0 egyenletbl biraczionalis trans-
ormaczié Gtjan keletkezik, tugy, hogy tehat az
F(z,t)=0 egyenlettel — Riemann értelmezése szerint

i
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— ugyanazon osztalyhoz tartozik, akkor a két egyen-
lethez tartozé isogramma ugyanaz és forditva is,
két oly egyenlet, melyeknek ugyanaz az az isogramma
felel meg, biraczionalis transformacziéval egymaéasba
vihetd 4at, tehat az isogramméit meghatirozé ada-
tok az osetdlynak invaridnsar. Mivel a p-edrangi
isogramma, ha p>1, 6p — 6 valds, azaz 3p—3
komplex parametert§l, melyek altal meg van hati-
rozva, fligg, ennélfoga ezen parameterek, a Eiemann
elnevezése szerint, az osztdly modulusainak tekint-
heték. A p=1 esetben csak egy modulus van s ez
T, a periodusok hinyadosa (v. 6. IIL. fej.).

Ezeket geometrial szempontbél tekintve, mond-
hatjuk, hogy két (2p+1)-szeresen 6sszefliggs Riemann-
féle feliilet, vagy — hogy 4ltaldnosabban széljunk —
két (2p+1) szeresen Gsszefiigg8 két dimenzids zdrt
sokasdg akkor és csak akkor homoeometrikus, ha
nekik ugyanaz az isogramma fele]l meg és hogy

teljesitend8 feltételek szama (hap>1) 6p -6, s hogy

" homoeometrikus Riemann-féle feliletek, vagy zart
sokasdgok biracziondlis transformdcziéval mindig
egymdsba vihet8k at.

Latjuk, hogy a két viltozd algebral egyen-
letéhez tartozé isogramma az osztdly mdédulusait
igen vildgosan tiinteti fel. Annak megismerése
czéljabdl, hogy ezen felfogdsi méd mily eredménye-
ket szo'gadltat az algebrai fiiggvények elméletében,
elegendd lesz arra hivatkozni, hogy Poincaré az
isogramma segélyével bizonyitotta be eldszor szigo-
ruan azon tételt,! hogy egy p>1 rangsz;’tmmaf biré

t Acta Mathematika, VII. két., 1 1. s kov.
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algebrai egyenletet csak véges szdmu biraczionalis
transformdcziéval lehet maga magdba dtvinni; ebbdl
pedig kovetkezik ezen tétel: egy rogzitett szét-
dgazdsi pontokkal biré elsérendii differenczidlegyen-
let algebrai miveletek dltal mindig integrdlhaté, ha
a figgé vdltozé s az & derivéltja kozott feno-
allé6 algebrai reldczié rangszdma nagyobb az egy-
ségnél.

Azon biracziondlis transformdczidékat, melyek
alkalmazdsdndl az Fl(e, {)=u egyenlet maga magiba
megy &t, az isogramma morphologiai tulajdonsdgai
teljesen megvildgitjdk; pl. a hyperelliptikus egyen-
let roviden jellemezhet6 az dltal, hogy a 2p
hyperbolikus (csakis a p=1 esetben parabolikus)
substitutiéknak, melyek az isogramma kongruens
oldalait egymdsba viszik 4t, tengelyei egymdst
egy pontban metszik.!

Ezeken kivil alkalmazdsokat az Abel-féle integ-
ralék elméletére Humbert is adott.?

2. A Poincaré-féle principium.s

Jelentse y, ..., yu a2z komplex valtozé mono-
gén fiiggvényeinek egy rendszerét, mely fiigg-
vények az

Fz t)=u
algebral egyenlethez tartozé Rp Riemann-féle felii-
let minden pontjdnak kornyezetében, véges szdmu

t Stouff, Theses (Péris, 1888), 45. L

3 Journal de Mathématiques (Liouville), LV. ser., IIL ¥két,
327—404. 1

3 Acta Mathématica, IV. kot., 277. L
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z=gy, 1=bs (k=1,2,...,7

singularis pont kivételével, egyértekiiek legyenek
ezen singularis pontok mindegyikéhez egy ¢ egész
szam legyen kijelolve. Ha az y,,...,y, figgvények-
nek az (ax, bi) ponthoz tartozé dgaiknak szdma
véges, akkor g; ezen szimmal egyenlonek vétetik,
ellenkez8 esetben pedig gr=op tétetik. Ha az R,
felileten az (ax, bg) pontokat kizirvin s minden
kizdrt ponthoz a megfeleld g; egész szamot kijelsl-
vén, az egyszerlien osszefiggd R, , feliilettel iomeo-
metrikus normdlpolygont, @, ,-t megszerkesztve gon-
doljuk, akkor az.y,,...,y, éplgy, valamint maga
a z ést az n:p+q\/TZ' egyértéki fliggvényeiként
jelennek meg, ha 'p és g a Drp polygont tartal-
maz6 sik kanonikus koordindtdit jelentik, ez dltal
tehdt az y,,..., 4. és a (7, ¢) kozott fenndllé funk-
czionalis vonatkozds az 4 segédvaltozénak beveze-
tése dltal egyértékiivé van téve. Ezen felfogasi
méd  Poincaré féle principiumnak neveztetik. Az
Y, - - - Ya jelenthetik pl. egy homogén linearis n-ed-
rend( differentidlegyenlet alaprendszerének elemeit,
melynek koefficiensei a (2, t) raczionalis figgvényei.

Ekkor a p, r, g1 azon értékrendszerére nézve,
mely a Ill. fej. 5—10. eseteinek felel meg, a sz6-
ban levé differenczidlegyenlet olyan, hogy az 4
segédvaltoz6 bevezetésével az § egyiitthatdi az y-nak
egyértékii és biperiodikus fiiggvényei lesznek. Ennél-
fogva a Lamé-féle differenczidlegyenlet és az dltaldno-
sabb, tdgynevezett Picard-féle differenczidlegyenlet
integrdldsidnak ismeretes mddszere a {entebb vazolt
s az algebrai koefficiensekkel biré linearis differenczial-
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egyenlet integrdldsira szolgdlé mddszerben, mint
speczialis eset, bennfoglaltatik.

Legyen adva egy m-edrendi homogén linearis
differenczidlegyenlet:

dar Y dn——]y
*) gon TP Gt TPy =00

melynek koefficziensei raczionalis. fiiggvényei a z-nek
s mely a Fuchs-féle osztdlyhoz tartozik és a mely-
nek integrédljai az euklidesy z-sik a,,...,a, helyein
szétdgazdsi pontokkal birnak, tovdbbd legyenek
Tiiy.-., Ykn @ 2=a; pontokhoz tartozé determindlé alap-
egyenletek gyokei. Ha mdr most az 7, . . ., 7%, mind
racziondlis szdmok s . az integrdléknak a; korfili
sorbabontdsiban logarithmusok nem lépnek fel,
.akkor a gr az 7%,...,7m legkisebb ko206s neve-
z6jével egyenlének, minden mds esetben pedig
végtelen nagynak veends. Ha megszerkesztjiikk a
(0,7, 91, -+ ., gr) signaturdval biré ®,, normdlpolygont,
mely az alkalmasan vdlasztott

(ay, a)), . . (a,-;, a) _
metszetekkel egyszert’ien osszefuggo F,, felilletbe
atalakitott és az @, ..., a, singularis pontokkal és
Gis - - +» §r szdmokkal elldtott z sikkal homoeomet-
rikus, mely tehdt ezen esetben egy ruta s ha az
n=p-+qy—1 figgvényt, hol p,q a @, polygont
tartalmazé sik kanonikus koordindtdi, figgetlen
valtozé gyandnt bevezetjiik, akkor kapjuk, hogy a
z az ynak egyértékii és automorph fiiggvénye s az
(A) egyenlet alaprendszerének elemel Yy ooy Yn AZ
n-nak szintén egyértékf
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Ye=T, (1]) (k: 1,...,’1?,)
fiiggvényeibe mennek dt; ezek oly tulajdonsigiak,
hogy ha yra a ®,, polygon dltal meghatdrozott
G eltoldsi csoportnak egy S, substitutiéjit alkal-
mazzuk, akkor az y,,...,y. figgvények az (A)
differenczidlegyenlethez tartoz6 monodrom csoport-
 nak, @-nak egy homogén és linearis T', substitutié-
jat szenvedik. Ezen ®,@) egyértékii -fliggvények,
melyeket Poincaré Fuchs-féle Zeta fiiggvényeknek
nevezett, ha a @,, polygon egy Bolyai-féle sikban
fekszik és haazoy,..., 7% gyokok mind valdsak, a

m

(B)' cg Tv—‘le(va'r‘) ((lgv"]
alakfl soroknak bizonyos Fuchs-féle Theta-sorokkal
val6 hdnyadosaként 4llithaték els,* hol- H,,..., H,
az y raczionalis fiiggvényeit jelentik és m egy elég
nagy positiv egész'szdm. A (B) sor konvergenczii-
jat Powncaré, ki ezen sorokat Fuchs-féle Zeta sorok-

(k=1,2,...m)

nak nevezte, mutatta ki, oly vizsgdlatok igénybe-

vételével, melyek a Bolym—féle sikon valé mérésen

alapszanak.®

v

3. A linearis differenczialegyenletek elméletére
vonatkozd Riemann-~féle probléma.

A Fuchs-féle fiiggvények bizonyos esetekben
lehet8vé teszik egy probléma megolddsit, melybél
Riemann hitrahagyott dolgozatdban ? megkisérelte a

* 1 Poincaré, Acta Mathematica, V. kot., 257. 1.
* L. h. 233—235, 250—264. .
3 Mathematische Werke (Lipcse, 1890), 379. l. s kov.
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linearis differenczidlegyenletek elméletét felépiteni,
jollehet annak megoldhatdsdgdt nem bizonyftotta be.
Ezen probléma abban &ll, meghatdrozni a # complex
viltozé oly fiiggvényeinek rendszerét, melyek bizo-
nyos eléirt a,,...,a, singularis pontok kivételével
mindeniitt egyértékliek, végesek és folytonosak,
magukban ezen pontokban pedig nem hatdrozat-
lanok és ugyancsak eléirt A4,,..., 4,—, homogén
linearis substitutiékat ‘szevednek, ha a z vdltozé az
(@, @), ..., (@ -1, ar) metszeteket positiv irdnyban
atlépi. Hogy ezen probléma a Fuchs-féle Zeta sorok’
segélyével megoldhatd, azt a szerz8 kimutatta! azon
feltétel mellett, hogy az A4,,...,4,—, és az

A=A AT

substitutiékhoz tartozé alapegyenletek gytkeinek -
abszolut' értéke az egységgel egyenld.

V. 6. Journal fiir Mathematik. (Crelle) v23. két., 138. I. s kov.
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Médr a két Bolyar és Lobacsefszkij, ama éles
elméjli mathematikusok, a kiknek az Huklides: tizen-
egyedik axiomitdl fiiggetlen geometridt kdszonhet-
jiik, — jéllehet vizsgdlataiknak a kiinddldsi pontja és
médszere geometriai természetli volt, —- észrevették,
‘hogy a geometriai rendszer valtozdsdval az analy-
tikai mechanikdnak, s6t az egész mathematikai
physikdnak is 4t kell alakdlnia.

‘ A geometria elemer czimli miivében Lobacsef-
szkyj (1829-ben) mdr jelezte az imaginarius geometria
befolydsdt a mechanikdra, kiilondsen pedig felvetette
azt a kérdést, hogy nem lehetne-e az allécsillagok
parallaxisdbdl a paralleldkra vonatkozé Euklides
axiomdnak helyességét eldonteni; 6 arra az ered-
ményre jutott, hogy a csillagdszok mérései, a meg-
figyelések pontossdgi hatdrin beliil, az Huklidest
geometridval teljesen OsszeegyeztethetSk. Ujabb id6-
ben (19oo-ban) Schwarzschild visszatért e tirgyra
‘és az 4llécsillagok térbeli eloszldsat is tekintve
ugyancsak azt taldlta, hogy eddigelé nincs okuk a

csillagdszoknak az Huklidesy geometridt, — hogy
egy Sclweikarttél (1818-ban) haszndlt kifejezéssel
éljiink, — az astridlis geometridval pétolni.

Bolyar Farkas is csillagdszati megfontoldsok-
hoz folyamodik, a midén a Generalis conspectus geo-
metriaeben, mely a Tentamen els§ kiotetének (1832)

10*
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végét képezi, a kovetkezdket jegyzi meg: Egészen
mdsképen van, ha a dolgot nem a priori, hanem a
gyakorlat szempontjdbdl tekintjiik, és ha ac az adott
ab vonaldarabra merdlegesen dll, a posteriori mér-
jik meg azt az w szdget, a melyen innen a bd egye-
nes az ac egyenest még metszi; ekkor lehet csak
a priori megéllapitani, hogy az w az oly hosszi-
sdgd vonalak mellett, melyeket még -megmérhe-
tiink, a derékszogt6l kevéssel kiilonbozik. De mi
-torténnék, ha az ab a Siriusig vagy még tovabb
meghosszabbittatnék ? Barmint legyen is ez, a tér
segitségére jon annak oroktdl fogva iker testvére,
az id8; -és azt tanitja, hogy mivel az égitestek
mozgdsai ‘az w=R-re alapitott szdmitdssal meg-
egyeznek, megnyugvdssal elfogadhatjuk ezt az
alapot (u=R)-a gyakorlatban el6fordulé minden
mérésiinkhoz. ,

Bolyar Jdnos, Farkasnak fia, kinek szdzadik szii-
letésnapja tiszteletére ez értekezést irom, ,Scientia
spatie absoluta vera® (1832) czimli mfivében semmit
sem sz6l e tdrgyrél. Ellenben annak egy német
atdolgozdsaban, mely 1835-bél szdrmazik és nem
rég hagyatékdban taldltatott, megjegyzi, hogy az
absolut geometria-alapjdn a mechanikdt is ki lehetne
fejteni. Részletesebben sz4l errdl a |, Geometrische
Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien von
Lobacsefszkv) (1840)“ egy kritikdjaban, melyrél nem-
rég Kiirschdlk és én jelentést tettiink. Foldi mérések
alapjin, mondja itt Bolyar, lehetetlen az FEuklidest
geometria és az absolut geometria kozt megkiilon-
boztetést tenai, De fel lehetne haszndlni azt a kiilonb-
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séget, mely némely szdmitdsban fellép, ha a bolygék
helyeit egyszer abbdl a {oltevésbdl hatdrozzuk meg,
hogy a hdromszog szogeinek osszege éppen két derék-
sz0ggel egyenl8 és hogy két test vonzdsa forditott
ardnyban 4ll ahhoz a gombfelillethez, melynek
egyenesvonali radiusa egyenl8 a két égitest tdvol-
sdgdval, és hogy ha a szdmitdst a két derékszogtél
egyre inkdbb és inkdbb eltéré szogosszeg szerint
ismételjiik. Ha aztdn bizonyos eltérés a két derék-
szogtsl azt mutatnd, hogy a bolygéknak valésigos
és kiszdmitott mozgdsa megszlinik egyezni, és ellen-
kezésiik a két derékszogtdl valé - eltérés néttével
novekednék, tgy joggal kovetkeztetni lehetne, hogy
a szdgosszeg kisebbel kiilonbozik a két -derékszog-
t6l, mint amekkora az a bizonyos eltérés.
Erdekes, hogy egy bolygé mozgdsit egy koz-
ponti test korl Killing (1885-ben) ugyancsak a
Bolyay Janostdl foltételezett vonzdsi toérvény mellett
discutdlta.” O kimutatta, hogy a mozgds, valamint az
Euklidesy térben, a Newton-féle torvény folvételével,
Ggy az absolut térben is kupszeletekbén megy
végbe, még pedig a Kepler-félékhez hasonld térvé-
nyek szerint. Ugyanaz a vonzdsi torvény, melyet
Bolyar Jdnos csoddlatramélté éles elmével talalt,
‘képezi alapjat az absolut térre altaldnositott poten-
tialis elméletnek, melyrél késébb még szélani-fogunk.
Tudvalev8leg sok id8 telt el, mig Lobacsefszkijnak
és Bolyar Jdnosnak a geometria alapjaira vonatkozo
folfedezései a mathematikusok elismerésében része-
siltek. Ezért nem kell csoddlkoznunk, hogy a geo-
. metrdk még késébb bdtorkodtak a tobbméretd
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sokasdgok mechanikdjéba fogni. Lipschute (1873-
ban) ugyan nem ok nélkdl allitd, hogy e nemi
vizsgalatok. valésdggal igen régiek, mert vissza-
vezethet8k Lagrange analytikai mechanikdjdra (1788).
Ugyanis egy nagy ¢s f6létte fontos része a mechanika-
nak oly mozgdsok kutatdsabél 4ll, melyek folyaman
egy test-rendszer mindenkori helyzete véges sziamu
figgetlen vdltozd értékével van meghatdrozva. Hogy
az ily rendszer mozgdsdnak differentialis egyenleteit
elddliitsuk, Lagrange szerint elégséges a rendszer.
eleven erejének és a virtualis munkdnak kifejezé-
sét ismerniink. Ez utébbi a valtozéknak vonalos
differentialis alakja, melynek coefficienseit dltaldnos
értelemben eréknek nevezzilk; amaz pedig egy
négyzetes differentialis alak, osztva az id§ differen-
tialisdnak kétszeres négyzetével. Ezt a négyzetes
differentialis alakot egy sokasdg vonaleleme négy-
zetének tekinthetjiik, mely sokasdgnak annyi dimen-
si6ja van, a mennyi a fiiggetlen viltozé, vagy mint
azt az angol geometrdk szerint mondani szokds,
a mekkora a szabadsdg foka és igy ahhoz a kép-
" zethez jutunk, hogy a rendszernek tekintetbe vett
mozgasa aequivalens egyetlen egy anyagi pont
mozgasdval, mely egy t6bb dimensiés térben
oly er6 hatdsa szerint mozog, melyet a virtualis
munka kilejezése szolgdltat. Ez az dequivalentia
azon alapszik, hogy eme pont mozgdsdnak differen-
tialis egyenletei teljesen megegyez6k a rendszer
mozgdsdnak differentialis egyenleteivel.

Igy p. o. a csillagdszatban a hdrom test proble-
mdja aequivalens egyetlen egy pont mozgdsinak
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problemdjdval egy kilencz dimensids térben. Tovabba
Klein és Sommerfeld szerint (1898), egy silyos gombi
porgety(i mozgdsa aequivalens egyetlen egy pont
mozgdsdval, mely alkalmas er8 befolydsa alatt egy
hdrom dimensiés sphaericus térben mozog. Ha
Mazxwellnek (1873) és J. S. Thomsonnak (1888) el-
Jardsa szerint rugalmas, elekromos, magneses, ther-
micus és chemiai parametrumok bevezetése dltal a
mathematikai physika minden részében érvényességet
tulajdonitunk a Lagrange-féle egyenleteknek, ugy
az ily aequivalentidk még nagyobb szdmban for-
dulndnak” el6; ez Gton jutunk a »mechanikai model-
lek« fogalmidhoz, melyet kiilonosen. Boltzmann
fejlesztett ki. _ .
Mdr Jacobinak az 1842 —43. tanév téli felé-
ben tartott el6addsaiban is.megvannak nyomai annak,’
hogy - a Lagrange féle differentialis egyenletek a
tobbméretli sokasdgok mechanikdjdnak értelmében
foghaték fol, noha Jacobs csak kiilonds problemdkra,
. szoritkozik. Ez ugyan csak jéval késébb lett ismeretes,
a mid8n Clebsch ezeket az el6addsokat 1866-ban
kiadta. En azt vélem, hogy Jacobi az &ltaldnos
ellipticus coordinatik fogalmabdl indult ki, melyet
egy 1839-ben -kozzétett értekezésében képezett.
Liouville (1850, 1856) és Minding (1864)
szintén kozel jdrtak "a Lagfrdnge-féle egyenletek e
felfogdsdhoz. . '
Miutdn Beltramr (1869-ben) kimutatta, hcgy a
a tobbméretli sokasdgok geodaeticus vonalainak
elmélete, egy feliiletre rendelt pont erSmentes
mozgdsdnak dltaldnosftdsdra alapfthatd, Lapschutz
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(1872-ben) részletesen kifejti, miképenlehet egy véges
szabadsdgi fokkal biré rendszer mozgdsit egy oly
srepraesentdlé pont« mozgdsdval pétolni, mely egy
"az eleven er8 kifejezése dltal meghatdrozott tobb-
méret{i sokasdgban oly erd hatdsa alatt mozog, mely
a virtualis munka kifejezése altal van adva. Bel-
- traminak és Lipschitznek vizsgdlatait késébben Dar-
boux (1889-ben) Gjabb szempontokbdl és kiilonbsz8
kiegészitésekkel tdrgyalta.
Noha a mathematikusok e mddszer termékeny-
ségét becsiilni tudtdk, a mi kiilonosen dynamikai
problémak analytikai aequivalensének vizsgdlatdban
és a Lie-féle transformatio . csoportok elméletének
a mechanikdra alkalmazdsidban mutatkozik, mire
vonatkozélag Painlevének és a szerzének munkait
(1891—~97) idézziik: mindamellett e képzetek széle-
sebb korben csak akkor tortek utat, a middn
Hertz azokat a »Principien der Mechanike (1894)
czimli miivében gy8zedelmesen érvényre juttatta.
. A rendszer minden configuratiéjinak egy pont
felel meg az- elébb emlftett sokasdgban. De ha
a rendszer mozgisi dllapotdt e configuratiéban tel-
jesen le akarjuk irni, agy meg kell adnunk egyes
részeinek pillanatnyi sebességét és ehhez elégséges,
hogy a fiiggetlen viltozék id6-derivaltjainak érté-
két, azaz a sebességi coordinatdkat ismerjik. Elg-
nyosebb azonban a sebességi coordinatdk helyett bi-
zonyos linearis dsszegeknek értékeit megadni, melyek
az eleven er6nek a sebességi coordinatdk szerint
valé partialis differentidlisdbél addédnak és melyek
Gjabban impulsus coordinatéknak neveztetnek. A
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rendszer mozgdsi dllapota, 'melyet az egyes részek-
nek helyzete és sebessége hatdroz meg, oly soka-
sdgnak egy pontja dltal képviseltethetd, melynek
kétannyi dimensidja van, mint a mekkora a szabad-
sdg foka. Egy ilyen repraesentdlé pont, mely mér
fellép Poincarének a hdrom test problémdjira vo-
natkozé vizsgdlataiban (18go-ben), a mechanikai
héelméletben is jelentéségre tett szert, Boltzmann
vizsgdlataihoz csatlakozva, Zermelo (1900) .és J. W.
Gibbs (19o2) munkalkodtak e téren. Emlitést érde-
mel még, hogy a helyzeti- és’ az impulsus coordina-
tdk kozott fonndllé differentialis egyenletek az dssze-
nyomhatatlan folyadékok mozgdsdnak vizsgdlatiban
is follépnek; e. korulménynek a nevezett szerz6k-
nél fontos szerepe van.

Azonban a geometrdk -nem szoritkoztak-arra,
hogy csak a repraesentdlé pontoknak mozgdsdt
vegyék tekintetbe, hanem azzal a szabadsdggal, mely -
egyéni joguk, a tobbméretli sokasdgok mechanikdjat
a kutatds onallé tdrgydnak tekintették.

Mig - tehdt a vizsgdlatuk alapjat valamely tobb-
méretll sokasdg képezte,'melyben a vonalelem négy-
zete egy megadott négyzetes differentialis alak, elsg
sorban egy oly anyagi pont mozgdsit tanﬁlményoz-’
tak, mely a sokasdgban megadott er8- hatdsa alatt
mozog; erre a mozgdsra ismét érvényesek a Lag-
range-féle differentialis egyenletek. Ezutdn azt kér-
dezték, hogy a merev testek mozgdsira vonatkozélag
D’Alemberttd] . és  Eulert6l f{oldllitott elmélet 4tvi-
heté-e tobbméret(i sokasdgokra, miben a kinematika-
val kezdve kell a statikdhoz ésa kinetikdhoz elére-
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haladni. Azonban dltaliban, mint mdr a gorbe feliile-
" tek példdja mutatja, egy tobbméretli sokasdgban
merev rendszerek kinematikdja nem szirmaztathatd,
hanem bizonyos foltételeknek kell teljestilniok,
melyek lehet6vé teszik, hogy merev rendszerek abban
vagy szabadon, vagy bizonyos korldtok kozott
mozoghatnak.

Az oly sokasiagok meghatdrozdsdinak kérdése,
melyekben merev rendszereknek van kinematikdjuk,
tdg mez6t nyit a geometriknak érdekes vizsgd-
latokra, melyek még annyiban is vonzék, hogy alkal-
mat szolgdltatnak a transformatio csoportok elmé-
letének alkalmazdsira; mert a keresett sokasdgok
ép azok, melyekben a vonalelem unégyzete folyto-
nos transformatio csoportok altal snmagaba vezet-
het6 vissza. Miutdin M. Lévy (1878-ban) meg-
kezdte, kinek képletei egyébirant mdr részben Mass-
reunél (1861-ben) megtaldlhatdk, e téren dolgoztak
még tGjabb id6ben Cerrute (1895), Branche (1897),
Racer (1898), Cotton (1899), Bemporad (1899), Davis-
son (1900), Levi-Civita és Ricci (1901); ezzel a
hdrom dimensiés térre vonatkozé vizsgdlat, legaldbb
valés vidltozékra szoritkozva, teljes befejezéshez
jutott. '

A merev rendszerek kinematikdjdban az dllandé
gorbiileti sokasdgoknak kivdl6 szerepiik van, mert
benniik tetszésszerinti merev rendszerek korldt-
fanul mozgathaték. Mint Helmholtznak (1866, 1868)
és Lae Sophusnak (1886, 1893) vizsgdlataibdl kitiinik,
ez a tulajdonsdg ama sokasdgokra jellemz6. Ebbdl,
magyardzhaté, hogy a geometrdk eddigelé csak
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az allandé gorbiiletli sokasdgokban vizsgditdk a
merev rendszerek mozgdsdt; ezek kozoétt vannak
az Euklidest sokasdgok is, melyek gorbiilete el-
enyészik; ezekrdl alibb részletesebben szélunk.

Miutdn kifejtettitk, hogy mit kell értentink a tobb-
méretli sokasdgok mechanikdjan, attérhetiink azokra
az egyes problemakra, melyeket részletesebben vizs-
galtak és pedig legel6bb szélani fogunk egyetlen
pont vagy tobb pont mozgdsdra vonatkozd vizsgd-
latokrél, aztdn pedig azokrél, a melyeknek targydt
merev rendszerek mozgdsa képezi. Mig amott azok’
a sokasdgok, melyekben a pontok mozognak, igen
kiilonboz6 természetliek, itt kizdrélagosan csak oly
sokasdgokat tdrgyaltak, melyeknek gorbiilete allando.
Figgelékképen felsorolunk még egyes vizsgalato-
kat, melyek a deformdlhaté rendszerek elméletére
vonatkoznak.

Egy pont mozgdsdnak problémdjdt, arra az
esetre, hogy az egy nyugvé6 kozépponttdl oly erdvel
vonzatik, mely a tdvolsdgnak figgvénye, Binet (1837-
ben) hdrom dimensiordl tetszésszerinti sok dimensiora
altaldnositotta; késébb (1881-ben) Combescure tért
vissza erre. Schering (1873-ban) azt az esetet tar-
gyalta, melyben az er6 nem csupdn a tdvolsdgtél,
hanem a sebességtdl is fiigg és Ebert (1902-ben)
tobb egymdst vonzé pontnak a mozgdsi problemdjd-
val foglalkozott. Lipschitz (187 3), Cayley (187 3) és Kil-
ling (1885) a bolygédmozgdst dllandé gorbiiletii tér-
ben vizsgaltdk és Phragmén Poincarének az Euk-
lidesi térben a hdrom test problemdjira vonatkozé
bizonyos tételeit ebben az értelemben fejtette ki.
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Az dlland6é gorbiiletli térben egy pont mozga-
sanak néhiany mds problemajit tirgyalta de Fran-
cesco (1898), a ki egydltaldban megkisérlette az
elemi mechanikdnak a tandt az dltaldnos mechanika
e terére vinni dt. ‘

‘ Hasznosnak bizonyultak egy pont mozgasdnak
vizsgdlatdra a tetszésszerinti sok dimensiés Euklidess
térben az ellipticus coordinatdk, melyeket Jacobe
(1839-ben) vezetett .be; ezek lehetévé teszik sok
esetben a Hamilton-féle egyenlet interpretatidjét,
‘mely ekképpen a  viltozék szétvdlasztdsa 4ltal
quadraturdkra vezethetd vissza: E mdédszert tovdbb
féjlesztették Haedenkamp (1841), Schldfle (1852),
Rosochatius (1877) és Rudio (1898). A vonalelemnek
dltaldnosabb képletét, mely mellett az integratio a vdl-
tozék szétvdlasztdsa dltal eszkozolhets, Liouwille
(1849) és a szerz6 (1891)adta. Emlitésre méltd, hogy
Darbouz: (1898) tobb dimensiés Euklidesi terekben
a confocalis mdsodrend{i feliletek helyett, melyek
az ellipticus coordinatdkat szolgdltatjdk, confocalis
cycliseket alkalmazott. Csatlakozva Weierstrass.
(1866) ¢és Staude (1887) vizsgdlataihoz, a szerz6
(1891, 1900) dynamikai problémdknak a téle 189 1-ben
. folfedezett osztdlydban behatéan megvizsgdlta a
valtozéknak az id8t8] fiiggését; az ott f6llépd, tobb
véltozd tobbszorésen periodicus fiiggvényeinek elmé-
letét Ahrens (1895) tejtette ki részletesen. Végiil
emlitsik még fel azokat az 4ltaldnos tételeket,
melyeket Pawnlevé (1894) egy pont mozgdsdra
vonatkozdlag a tobbméretd sokasdgban {olalli-
. tott. A négyzetes differentialis alakokrél még szd-
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mos vizsgdlat van, melynek eredményei egyenesen
alkalmazhatdék a dynamikdra; de mivel ezek jellege
tisztdin analytikai, e helyen nem akarunk réluk
szblani. . 4

A merev rendszerek mechanikdjat illetSleg leg-
~elébb a kinematik4t és statikdt, azutdn a potentialis
elméletet és véglil a kinetikdt akarjuk tdrgyalni; e
mellett mindig elbb a tobb dimensiés Euklidess
terekre lesziink tekintettel aztdn az dllandé gorbii-
letii terekre. 4

A kinematika képezi az dtmenetet a geomet-
ridbél a dynamikdba. Szoros kapcsolata a geo-
metridval a tobbek kozott abban nyilvdnul, hogy
a kett&sgorbiiletli gorbék Huklidest elmélete kine-
matikai tdrgyaldsban kiilonds csinnal épithetd fol.
Ezt "a. vizsgdlati mddszert Hoppe (1880), Brumel
(1881), Pwrondiny (1890), Landsberg (1897), Picciols
(1898), Lovett (1900), Hardy (19o2) dtvitték oly
gorbékre, melyek tobb dimensids Euklidest térbe tar-
toznak. Ugyanigy vagyunk a gorbe feliiletekkel
és pedig a kinematikai mddszert, melyet killondsen
Darbouzx (1887) alkalmazott hdrom dimensiés Fuk-
lidesy térre, Craig (1898) és Hatzdakkis (1900)
vitte dt tobb dimensids terekre. Ezzel kapcsolat-
ban még megemlitendd, hogy Lapschitz a gorbiileti
elméletet olyképen 4ltaldnositotta, hogy azt a
vonatkozdst haszndlta fel, mely egy gorbe vonalra’
vagy gorbe felilletre rendelt pont palydjanak gérbii-

- leti sugara és normdlis nyomdsa kozott &l fonn.

A tobb dimensids Euklidest térben mozgé merev
testnek kinematikdjdt tobben tanilmdnyoztik. Els6-
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nek taldn Euler (1770) nevezhet8, ki, mint azt
Jacobr egy 1849-ben fogalmazott de csak 1884-
ben Kortumtdl kiadott értekezésében megmutatta,
a Cartesiusi coordinata rendszer transformatiéjinak
képleteit négy és tobb dimensiéra terjesztette ki.
Valészinlileg Jacobitél buzdittatva, Schlaefle foglal-
~ kozott (1859, 1866) behatébban e tdrgygyal. Egy
test mozgdsdval a négy dimensiés Euklidesy térben,
Gjabb id8ben, Jordan (1875), Cole (1890), Good-
win, (1899), Jahnke (1902) foglalkozott, az &t di-
mensiés térben Cannizzo (1896), és az n dimen-
siés térben Jordan (1875), Lipschitz (1880, 1886,
1896, 1900), Scheeffer (1880), Kox (1881), Schoute
(1891), Study (1891), Vahlen (1897, 1902), Joly
(1898), Wiutehead (1898). Figyelemremélté, hogy
e kutatdsok a complexus szdmok {els6bb elméle-
tével érintkeznek.

Ezzel ellentétben a tobb dimensiés FHuklidesi
terek statikdjdt elhanyagoltdk. Itt csak Schoute
(1902) emlithets, ki er8-rendszerek reductiojival
foglalkozott és Chaslesnak meg Mébiusnak ismeretes
tantételeit dltaldnositotta.

Egészen mdsképpen 4ll a dolog az allandé
gorbiiletl terekkel; itt czélszerli lesz a statikdval
kezdeni. ,

Daviet de Foncenex (1767) megkisérlette, az oly
er8k Osszetételének torvényeit, melyek egy merev
testre hatnak, lehetéleg egyszerli foltevésekbdl
vezetni le. Két ugyanegy sikban fekvs, ugyanazon
egyenesre mer6leges és ugyanazon értelemben
haté eré eredd intensitdsinak meghatdrozdsa, egy
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functionalis egyenletre vezette, mely teljesiil, ha
a meghatdrozandé fiiggvényt egy dllandéval tessziik
egyenlévé. Ez Gton az Archimedesi emelty(i torvényhez
jutunk. -De a mint D’Alembert (1773) és Laplace
(1799) megjegyezték, eleget lehet tenni e functionalis
egyenletnek ugy is, hogy a keresend$ fiiggvényt
egy exponentialis kifejezéssel teszszilk egyenlévé,
s ha ezen megolddst megengedhetének tekintjiik,
sziikségképen az absolut geometridhoz jutunk, a
mint ezt Genocchi (1869) kimutatta. De mivel for-
" ditva, ha az absolut geometridbdl indulunk ki,
ugyanaz a torvény érvényes ezen er8k Osszetételére
nézve, kovetkezik, hogy a tizenegyedik Euklides:
axioma és az Archimedesi emeltyli-torvény .vagy
egyiitt fogadandé el, vagy egyiitt vetendd el. Ellen-
ben az oly er6k osszetétele, melyeknek hatds vonalai
egymdst metszik, fiiggetlen a tizenegyedik axio-
matél, és az erbparallelogramma abban az érte-
lemben az absolut geometridban is megmarad,
hogy a szerkesztést végtelen kis térrészben végezziik.
Nem kiilonben fiiggetlen a paralleldk axiomdjitdl a
virtudlis munka elve is. Errél részletesebbet Genocche
(1869), Lendemann (1873), Andrade (1897), de Fran-
cesco (1899) értekezéseiben taldlhatunk.

Egy merev testre haté er8k rendszere az
Eullidest mechanikdban mindig helyettesithet8 egyet-
len egy erbvel, mely egy tetszés szerint vilaszthaté
pontban hat és egy er6pdrral, mely egyetlen egy
végtelen kicsi és a végtelen tdvoli sikban haté erd-
vel aequivalens. E reductio tandnak megfelel egy
merev test végtelen kis mozgdsai Osszetételé-
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nek a tana, a mely szerint ezek a mozgdsok mindig
helyettesithet8k egyetlen egy forgatdssal oly tengely
koriil, mely tetszélegesen vdlasztott ponton megy 4t és
egyetlen egy translatiéval. E mellett azoknak az
egyeneseknek, melyek irdnydban az er8k hatnak, meg-
felelnek a forgdstengelyek, a végtelen tdvoli erék-
nek pedig a translatiék gy, hogy a merev test
statikdja és kinematikdja a dualitds vonatkozdsait
koveti. Ha felhaszndljuk a Klein-tSl (187 1-ben) fol-
fedezett Osszefiggést az absolut geometria és a
Cayley-féle projektiv mérték-meghatdrozds (1859)
kozott, mely Osszefiggés szerint az absolut térnek
‘mozgdsai, oly projektiv transformatidkkal helyette-
sfthet8k, melyekben az absolut mdsodrend( feliilet
véltozatlantl marad: meglepSen egyszerli médon
sikeriil kifejteni a merev test végtelen kis moz-
‘gdsainak elméletét allandé gorbiiletli terekben és
egyattal a merév testre haté végtelen kis erbk
Osszetételének elméletét. E mellett kivildglik, hogy
az absolut mechanikdban a kiilonbség egyfel8l a
forgatasok és eltoldsok kozott, mdsfel6l az egyes
. er8k és az erdpdrok kozott eltiinik, Ggy hogy akdr
egy végtelen kis mozgds, akdr — hogy egy Plicker-
féle kilejezést haszndljunk, — egy végtelen kis dynamis
coordinatdinak bdrmelyike, a tSbbi ottel egyezd
jelentményfi és szerepi. '

Ennek megfelel8en, a mint- mir elére jelez-
hetjik, a merev ‘testek absolut kinetikdjéban a
hiarom stlyponti és a hiarom felileti tétel helyett,
hat egymdssal egyezd jelentményli és szerepli
tételt nyeriink, és mig az Euklidesi mechanikd-
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.ban a - translati6kat és a forgatdsokat sokszor
egymdstdl elvélasztva vizsgaljuk, addig az absolut
mechanikdban ily elvdlasztds sohasem lehetséges.
.Azon szerz8k kozil, kik e tdrgygyal foglalkoztak
emlitendsk: Tindemann (1873), d’Ovidio (1873),
_Stahl (1873), Ricordi (1882), Heath (1884), Segré
(1885), Klewn F. (1873, 1890), Burnside (1895),
Seiliger (1897). , ' _

Az Euklidesi mechanikdban oly elmélet {ejls-
dstt ki, melyben egy merev test végtelen kis moz-
gasait, valamint a dynamisokat is egységeseknek és
folbonthatatlanoknak tekintjiikk: ez a csavarelmélet,
melyet Ball (1880-—1890) alapitott és Study .
(1902) jelentékenyen {fejlesztett. Mig az Buklidesi
mechanikdban a csavarelméletet gyakran haszonnal
-alkalmazzuk, addig az absolut mechanikdban mindig
helyén van az, s6t nélkiilozhetetlen, s igy joggal fdra-
~doztak azon a geometrdk, hogy a csavarelméletet.
allandé gorbiiletli terekre dtvigyék. Ball-on kiviil,
kinek vizsgalatait Gravelius (1889) dolgozta dt,
tekintetbe jonnek itt Clifford (1876), Buchheim
(1884), Heath (1884), Kotelnikoff (1895, 1899), Burn- -
side (1889) és Study (1900, 1902).

Hogy a potentialis elmélet tobb dimensiés Eukli-
dest terekre atvihetd, azt mdr Green (1833, 1835)
észrevette; § kiillonosen az dltaldnos ellipsois poten-
tialisdval foglalkozott. Kimeritd vizsgélatokat tett erre
nézve Schlifli egy értekezésében, mely az 1850—1853"
évekb6l vald, de a. :melyet csak 190r1-ben adtak
ki hdtrahagyott irataibél; 6 is ugy az anyaggal

. [N : . R 3
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kitoltott, valamint a feliiletén anyaggal bevont 4&l-
taldnos ellipsois potentialisit vizsgdlta kiilonosen.
Green utan el6szor Neumann C. (1867) kozolt
vizsgdlatokat az 4ltaldnos potentialisra vonatko-
z6lag. Ot kovette Kronecker (186¢), ki 1881- és
‘1891-ben visszatért e tdrgyra és az dltaldnos ellip-
sois potentialisa szimdra igen csinos képletet ve-
zetett le. Mds szerz8k : Beltramy (1869), Betti (1871),
Tonelli (1875, 1882), Cayley (1876), Gundelfinger
(1878), Macher (1878), Gutzmer (1890, 1893), Schiitz
(1895), Dyck (1898), Poincaré (1898). Kiilonds ese-
teket tdrgyaltak: Hop\pe (1880) a gombot, Hobson
(1896) ellipsoidicus siivegeket és korongokat Dizon
(1897) gylriialakt testeket és Wirtinger (1897)
olyan testeket, melyeknek feliilete sphaericus soka-
sagokgbdl 4ll.

Mint Lipschitz (1872) jelenti, mar Derichlet is
foglalkozott azzal (1852-ben), hogy a potentialis
elméletet dtvigye a hyperbolicus térre; ugy ldtszik,
hogy Gauss Osztondzte &t erre. Kés6bb Schering
(1873) és tanitvdanyai Fresdorf (1873), Tonelli (1875)
és Opitz (1881) foglalkoztak ezzel a tdrgygyal. A
potentialis elméletnek positiv 4llandé gbrbiiletti
terekre vald kiterjesztésében, a mint Klewn F. (1891)
kimutatta, jelentékeny nehézségek meriilnek fel. A
sphaericus terekben ugyanis minden vonzé tomegnek
megfelel az antipodicus pontban egy egyenld nagy-
sdgh taszité tomeg, a mi ugyan kiilonds, de nem
képtelen. Az ellipticus terekben pedig az elemi
potentialis sziikségkép kétértékii volna, s ez . nyil-
van ellentmond a mechanika alaptorvényeinek,
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A merev testek kinetikdjdban elére szoktik
bocsdtani az ugynevezett tomeg-geometridt, mely-
ben arrél van sz6, hogy a tehetetlenség f8-
tengelyeit, valamint a tehetetlenségi- és a deviatio
nyomatékokat meghatdrozzuk. Az ellipticus terekre
Clifford (1874) fejtette ki a tehetetlenségi f6tenge-
lyek elméletét, melyben & Hesse-nek imaginarius képét
vette kiinduldsi pontil. Az Euklidest geometridban
ugyanis az imaginarius kép és a végtelen tdvoli
imaginarius gombi kor kozos poldristetraederének a
végesben fekv6é hdrom éle a hirom tehetetlenségi
fétengely, mig a mdsik hdrom éle a végtelen tdvoli
sikban van. Az ellipticus térben a képzetes kor
helyébe az absolut mdsodrendl felillet 1ép, és
e feliletnek, ¢és az iwaginarius képnek poldris
tetraedere szolgaltatja- most a hat tehetetlenségi
fétengelyt. A tehetetlenségi- és a deviatié-nyomaté-
kokat még keveset vizsgdltdk ; megemlitendbk Kil-
ling (1885), Hoppe (1867), Kantor S. (1896). '

Egy merev test egy pont kor(ili forgdsanak
problémdjdt a tobb dimensids Euklidest térben Cay-
ley mdr 1846-ban formuldzta és mddszert jeldit
meg a mozgds differentialis egyenleteinek folalli-
tasara. Tényleg csak IFrahm szdrmaztatta le eze-
ket az egyenleteket 1873-ban. Ama foltétel mellett,
hogy er6k nem hatnak,bizonyos integralis egyenlete-
ket is megadott és dllitd, hogy a négy dimensids tér-
ben, {6ltéve hogy a problema dllandéi kozott bizonyos
vonatkozdsok vannak, az integratio quadraturakkal
végezhet§ el. Ezutdn Clifford (1876) az erémentes
mozgds esetére megkisérlette a mozgds differentialis

1*
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egyenleteit thetafiiggvényekkel integralni, melyeknek
argumentumai vonalos figgvényei az idének. Meg-
olddsa azonban, mint Killing (1885) megjegyzi, csak
specialis, mert nem tartalmaz elegend$ szdmi tet-
szés szerinti dlland6ét. Végre Schottky (1891) a
négy dimensids térre quadraturdkban adta az alta-
~ ldnos megolddst.

A merev testek forgdsdt dllandé pozitiv gor-
biiletli térben el8szor Clifford (1874) térgyalta, a ki
feldllitotta a mozgds differentialis egyenleteit. Nem-
sokdra megmutatta Beltrami (1876), hogy ezek az
egyénletek az Fuler-éivel hasonlé alakra hozhatdk.
Ezutdn Heath (1884) a hdrom dimensids ellipticus tér-
ben foglalkozott egy merev test er8mentes.forgdsdval
és megkisérlette az integratiét thetaliggvények-
kel keresztil vinni; de nem kapta meg a kell§
szdmu tetszés szZerinti “dllandét. Végre Volterra
vizsgdlataibél indilva ki, de Framcesco (1900) a
problema megolddsit quadraturd'kal megadta-. Vé.
gezetll meghatdrozta egy merev test erSmentes
mozgasdt Klemn F. a harom dimensiés hyperbolicus
térben (1897) a mellett a foltétel mellett, hogy a
tomeg bizonyos kiilonos mddon van elosztva és
de Francesco (1901) néhdny oly mozgdst vizsgilt meg,
a mely kiilsé erdk hatdsa alatt megy végbe és ekkor
olyanféle foltételekre akadt, a melyek mellett a
Lagrangetol és Somja Kowalewskitél targyalt esetek-
ben az integratié quadraturdkkal elvégezhetd.

Fiiggelékképen legyenek megemlitve egyes
vizsgalatok amelyek a deformalhaté testek mecha-
nikdjdrél szélnak. A ldnczvonal alakjat dllandé
gorbiiletli térre de Francesco hatdrozta meg (1900).
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Beltrami (1881-ben) oly médon dllitotta {6l azokat
az egyenleteket, melyek egy isotrop rugalmas test-
nek egyensilyat hatdrozzik meg, hogy azok 4llandé
gorbiiletli terekre is érvényesek. Ehhez csatlakozva
Padova (1889) a Maxwell-féle elméletet fejtette ki
- ugyanily terekre; e tdrgygyal foglalkoztak még
Somigliana (1888) és Cesaro (1894, 1896). Végre
Suebert (1883) és Hull (1884) nehdany oly hydro-
dynamikai problémdt tirgyaltak, melyekben a dimen-
siék szama hdromnal nagyobb volt.

A ki visszapillant az el8adottakra, ldthatja,
hogy a tobbméretli sokasdgok mechanikdjdval sok
kivdl6 mathematikus foglalkozott. Ezen nem kell
csodalkoznunk, ha meggondoljuk, hogy mily jelentd-
sége van e tdrgynak. Egyfel6l ez az dltaldnositdsa
a mechanikdnak nagy termékenységii heuristicus elv-
ként jelentkezik. E mellett meglep8 vonatkozdsokat
szolgdltat a geometria és analysis kiilonbz8 részei-.
hez, milyenek a complexus szdmoknak, a négyzetes
differentialis alakoknak, a -folytonos transformatio
csoportoknak elmélete, a projektiv. geometria, a
vonalgeoinetria ; és forditva ezek az elméletek az dltal,
hogy a tobbméretli sokasdgok mechanikdjdval jutot-
tak kapcsolatba, jelentékenyen haladtak elére.

Végre, és ez taldn a legfontosabb, a tobbmé-
retll sokasdgok mechanikdja dltal felismerjiik, hogy
oly theoremdk, melyek -az Huklidest mechanikdban
elkiiloniilve, egymds mellett dllokdl jelentkeznek, az
altaldnos mechanikdban kozos forrdsbdl szarmaznak
és igy a fels8bb és tdgasabb szemléleti méd mélyebb .
betekintést nydjt a mechanikai torvények logicus
kapcsolatdba.



FUOGGELEK.

A mathematikusok német egyesiiletétol
a mathematikai és természettudomanyi karhoz
intézett lidvozl6 irat.

Den r11. Januar 1903.

Fw. Spectab@'lz’td’t !

Die hundertste Wiederkehr des Geburtstages
von Johann Bolyai, welche die Franz-Josef-Univer-
sitit Klausenburg-am 15. d. M. festlich begeht, er-
weckt iiberall in der mathematischen Welt freudige
Teilnahme, und namentlich in Deutschland findet
diese Gedichtnisfeier lauten Wiederhall.

Hat doch grade in Deutschland zuerst ]ohann
Bolyai volle Anerkennung gefunden. Es darf nur
“an die Worte von Gauss erinnert werden: »Ich:
halte diesen jungen Geometer v. Bolyar fiir ein
Genie erster Grosse ...« ; es braucht ferner nur
darauf hingewiesen zu werden, dass der deutsche -
Mathematiker Balizer im Jahre 1867 zuerst offent-
lich nachdriicklich auf die Bedeutung des »Appen-
dix« aufmerksam gemacht und dadurch den franzé-
sischen Mathematiker Hotiel veranlasst hat, sich
eingehender mit J. Bolyai’s Untersuchungen zu
beschiftigen; es moge schliesslich nur darauf hinge-
deutet werden, dass es in neuester Zeit ein deut-
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scher Mathematiker, ein Mitglied der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung war, der sich des Nach-
lasses von ]. Bolyat angenommen und ihn spiiterer -
Zeit zugénglich gemacht hat.

Zwar sind inzwischen in" den Untersuchungen
iiber die Grundlagen der Geometrie weitere Fort-
schritte erzielt worden; aber ]J. Bolyai’s kiihner
Versuch wird fiir alle Zeiten seine Bedeutung be-
halten: mit jugendlichem Ungestiim hat er die
Schranken der euklidischen Geometrie durchbrochen
und Bahn geschaffen fiir die zahlreichen tiefgehen-
den Forschungen, welche tiber die Grundlagen der
Geometrie in der neuesten Zeit so helles Licht
verbreitet haben.

Dem bahnbrechenden Genius bei der Feier
seines hundertsten Geburtstages unsere Huldigung
darzubringen, ist uns ein aufrichtiges Bediirfnis, und
wir begliickwiinschen die Franz-Josef-Universitit zu
dem Entschlusse, das Gedichtnis dieses grossen
Sohnes der Stadt Klausenburg durch eine Feier
lebendig zu erhalten und zu ehren!

Im Namen der Deutschen Mathematiker-Ver-
einigung : ‘

F. Klein, dz Vorsitzender.

A. Gutzmer, d.. Herausgeber des Jahresberichts
der Deutschen Mathematiker- Vereinigung

Seiner Spectabilitit dem Decan der Mathemat.-
Naturwiss, Fakultit der Franz-Josef-Universitit

Herrn Professor Dr. Julius Farkas

2w Klausenburg.



