TANULMANYOK

CSAPO BENO

, A KOMBINATIV KEPESSEG
ES MUVELETEINEK VIZSGALATA 14 EVES TANULOKNAL

Vildgszerte egyre hatdrozottabban jelentkezik az igény, hogy az iskola ne csupin
ismereteket kozvetitsen, hanem hatékonyan fejlessze a gondolkodds képességeit is. E
feladat megvaldsitasdhoz azonban szikkség van a képességek és a gondolkod4s alapos
megismerésére, a pszicholdgia dltaldnos és elvont eredményein til konkrét, pedagdgiai
indittatdsi vizsgdlatokra, a képességek strukturdjinak és fejl6dési folyamatdnak fel-
tdrdsdra. .

A Jozsef Attila Tudomédnyegyetem Pedagdgiai Tanszékén dr. Nagy Jozsef professzor
vezetésével Ot évvel ezelGtt dtfogd kutatds indult a gondolkodds miiveleti képességeinek
tanulmédnyozdsdra. Kutatdsaink alapkoncepcidja értelmében az ember tanult képességei
négy nagy képességrendszerré, dltaldnos képességgé szervezddnek: kommunikativ képes-
séggé, alkotd képességgé, onfejlesztS képességgé és irdnyité képességgé (Nagy, 1980).
Ezek részeik, alkotdelemeik, kapcsolataik révén dtszovik egymdst., Az dltaldnos képes-
ségek kozos 1észét egy kotott struktirdju miiveletrendszer képezi, ennek Osszetevdit
nevezzilk miiveleti képességeknek. Négy komplex miveleti képességet vizsgilunk, még-
pedig a rendszerezési, a kombinativ, a logikai és a bizonyitdsi képességet.

A munka sordn 14 éves tanulék korében kiterjedt empirikus vizsgdlatokat végeztiink
a miveleti képességek struktirdjdnak tanulmanyozdsira, és két mdsik korosztilyon (11
és 17 éves tanulék) a fejlédés folyamatdnak feltdrdsa érdekében.

E tanulmdnyban a kombinativ képesség vizsgdlatdrdl szimolunk be. Terjedelmi kor-
laitok miatt az elméleti elémunkdlatoknak csak a fontosabb mozzanatait foglaljuk
ossze, az empirikus anyagbodl pedig a tesztfeladatok strukturdjdt és egy korosztdly, a 14
évesek teljesitményeinek alapvetd statisztikai jellemzSit mutatjuk be.

1. Elméleti hdtter

Az emberi kombinativitis problémdja régéta foglalkoztatja a pszicholégusokat.
Erdekes médon azonban a pszicholégia, legaldbbis ami az elsé megkozelitéseket illeti, a
kombinativitdssal csupdn mint a tudatos folyamatok hétterében meghiiz6dé mechaniz-
mussal szimolt. A kombinativitds problémdja a pszicholégidban elGszor a fantdzidval, a
képzelettel kapcsolatban merilt fel, melyrél az elsé dtfogé elméleti koncepciot az
asszocidcids pszicholégiai iskola dolgozta ki.

Az asszocidcids pszicholdgia felfogdsa szerint a képzeletnek alapvetSen két formdja
van, A reproduktiv képzelet a valésdgban is meglevs jelenségeknek, kordbban dtélt
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benyomdsoknak, képeknek a reprodukaldsa. Ezzel szemben az alkotd képzelet el6z6leg
nem tapasztalt modon rendezi dt a valdsdg egyes elemeit, s ezek Uj kombindcidit hozza
létre.

Az elmélet értelmében a képzelet képes a korabban észlelt elemek nagyszami, a valdsagban nem
tapasztalhaté kombindaciéjat létrehozni, de nem képes 1j elemeket alkotni. Nem ad azonban szamot
arrdl, hogy milyen médon jonnek létre az Uj kombindcidk, vagy pedig azok 1étrejottét véletlenszeriinek
tekintik.

Wundt dlomelmélete az dlmot is a valdsagban megélt benyomdasok teljesen Gj, szokatlan, néha fan-
tasztikus kombindcidjaként értelmezi. Az elemek kombindléddsa véletlenszerd, illetve az agykéregben
lejatszddé elektromos folyamatoktdl fiigg. Ez a felfogds a kombindcidk képzddését lényegében az
intellektus milkodésének tudattalan mechanizmusaként, az 4alom esetében egyenesen fizioldgiai
folyamatként értelmezi. Tehdt az emberi kombinativitds csupdn a filogenetikai fejlédés sordn létrejott
bioldgiai produktum lenne.

Semmi okunk sincs elvetni azt a gondolatot, hogy az agykéreg elektromos folyamatai vagy az intel-
lektus tudattalan mechanizmusai ,,automatikusan’’ ingerek, benyomadsok, képzetek nagyszamiu kombi-
nécigjat termelik ki, azonban ha az ontogenetikus fejliddés tényeivel, killonosen pedig a tanulds szere-
pével is el akarunk szdmolni, nem sziikithetjiik le az alkot$ fantazidt, dltaldban az alkotoképességet a
kombinativitdsra, és a kombinativitast is tobbnek kell tekinteniink az elGzGekben jellemzett tudattalan
folyamatoknal.

Rubinstein az elemek kombindldsdt szintén a képzelet egyik mikddési mechanizmusdnak tekinti,
bar kiemeli, hogy nem ez az egyetlen mechanizmus: ,,A valdsig észlelése nem megvaltoztathatatian
elemek kotegeib8l, csoméibdl vagy mechanikus halmazaibél dll. Minden képz8dményét dtalakitja a
képzelet. Evek az dtalakitdsok rendkiviil sokfélék, kozéjiikk tartozik a kombindcié mint a fogdsok
egyike, de nem lehet erre korldtozni: a kombindcié csak az egyik fajtdja vagy fogdsa a képzelet dtala-
kit tevékenységének. Ennek eredményeként nem vdltozatlanul adott elemek vagy vondsok uj kap-
csolata, kombindcidja keletkezik, hanem egységes tj kép, amelyben az egyes vondsok nem egyszertien
OsszegzGdnek, hanem 4t is alakulnak, altaldinositédnak. A kombinalds csak » mechanizmus«, hatdsa
rendszerint valami olyan tendencidnak engedelmeskedik, amely meghatirozza a kombinalandé mozza-
natok Gsszevdlogatdsit és értelmet lehel azokba.” (Rubinstein, 1964. 519.)

Adds marad azonban Rubinstein annak felvdzoldsaval, milyen mechanizmusok, dtalakitdsok johet-
nek szamitdsba a kombinalds mellett, és mi ezeknek az egymdshoz valé viszonya.

Az alkot6 képzelet problémdja atvezet az alkoté gondolkodds, a kreativitds kérdésé-
hez.

Az alkotéképességet, az alkotds folyamatdt mdr Leibnitz is Osszekapcsolja a kombi-
nativitdssal. Tobbek kozott a kombinatorika kifejlesztésén is azért munkdlkodott, hogy
az 4j alkotdsok létrehozdsinak egyetemes eszkoze lehessen. Egy mdsik matematikus,
Poincaré elképzelése szerint a matematikai alkotds folyamatdban a tudatos szint alatt az
osszekapcsolhatd elemek nagyszdmi kombindcidja képzddik, és ezek kozil egy sz{ir6n
keresztilhaladva csak azok tudatosulnak, amelyek bizonyos esztétikai kovetelmények-
nek eleget tesznek. (Poincaré, 1908.)

Az asszocidciés pszicholdgia koncepciéjira alapozva dolgozza ki kreativitdselméletét
S. A, Mednick. Mednick elmélete szerint az alkoté folyamat lényege az, hogy olyan uj
képzettirsitas-kombindciék jonnek létre, amelyek megfelelnek bizonyos hasznosségi fel-
tételeknek. Viltozatos kombindcidkat azok az emberek képesek produkdlni, akik tavoli,
a megszokott kOrnyezetben Ossze nem tartozé. dolgok kozott 1étesitenek kapcsolatot. E:
megfontolds alapjin dolgozta ki az alkotoképesség mérésére a ,Remote Associations
Test-et, amely lényegében az asszocidcidk viltozatossdgdval és szokatlansigival jel-
lemzi a kreativitdst. (Mednick, 1962.)
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Guilford ismert kreativitiselméletét pszichometriai vizsgdlatainak eredményeibél
- kiindulva épitette fel. Kifejezetten nem foglalkozik az alkoté folyamat mechanizmusa-
val és ¢ mechanizmusokban a kombindlds szerepével, azonban kreativitismodelljében a
fluencia faktorai tartalmazzdk a kombinativ mozzanatokat. (Guilford, 1950; 1959.) Egy
mdsik, ugyancsak gyakran idézett modellben, Lowenfeld kreativitismodelljében a varia-
bilitds faktorai foglalnak magukban kombinativ mozzanatokat. (Ismerteti: Landau,
1971.)

Az alkoté képzelet és a kreativitds pszicholdgiai elméletei tehdt érintik ugyan a kom-
binativitdst, kiemelik szerepét az alkotd folyamatban, helyét, struktirdjit, viszonydt az
egyéb részekhez, eredetét, kialakuldsinak folyamatdt azonban ezek a megkoézelitések
nem tisztazzdk.

A kombinativ képesség tanulmdnyozdsiban uj fejezetet jelent Jean Piaget munkds-
sdga. Miivei a kombinativ képesség vizsgilata szempontjdbél legaldibb hdrom ponton
jelentenek nagy el6relépést. Ezek: a kisérleti fejl6déslélektan ismeretelméleti hdtterének
kidolgozisa, amely tisztdzza az értelem miveleti strukturdinak, igy egyben a kombi-
nativ miiveleteknek is az eredetét; a kombinativitds és a logikus gondolkodds viszonyd-
nak s a kombinativ miveletek szerepének kidolgozdsa; valammt néhiny kombinativ
muvelet kialakuldsinak kisérleti vizsgilata.

Ismeretelméletének, a genetikus episztemoldgidnak (1. pl. Piaget, 1972)) lényeges
vondsa annak kiemelése, hogy tuddsunk forrdsa nem csupén az érzékelés és az észlelés,
hanem a cselekvés is. A cselekvés, a tevékenység sordn a komyezd valsigon végzett
miiveletek bels6vé vdlnak, kiépiilnek az értelem miiveleti struktirdi. Vagyis: az értelem
miiveleti struktirdi a tevékenységen keresztll az anyagi vildg strukturdit képezik le.
Piaget szerint a matematika is a valésdg struktuirdit tiikkrozi, s az értelem miiveleti struk-
" tdrdi és a matematika legdltaldnosabb struktirdi megegyeznek. Kisérleti munkdja ennek
az egyezésnek a feltdrdsira, bizonyitdsdra irdnyul.

Pigget szerint a fejl6dés folyamatdban a konkrét miiveletekrdl a formdlis miiveletekre valé 4ttérés a
16 kétviltozds logikai miivelet kialakuldsival jellemezhetS. A 16 kétvaltozos logikal miivelet kialakula-
sit pedig egy kombinatorikai struktiira kiépiilése teszi lehetGvé. Vizsgdlatai szerint a konkrét miiveletek
szintjén megjelend osztilyozdsok, soralkotdsok, megfelelések fokozatosan rendszerré szervezGdnck.
Egyben kialakulnak a tdrgyakon végzett konkrét miiveleteknek megfeleld, a dolgok, jelenségek tulaj-
donsdgait kifejez§ itéletek kozotti muiveletek is. Az itéletek kozotti miiveletek gy alakulnak ki, hogy
kezdetben létrejonnek az itételekbdl allo parok, majd a megfeleld kombinatorikai séma kiépiilése utdn
a pdrositdsok kombinatorikailag lehetséges Osszessége. A lehetséges és az igaz pdrositdsok megkiilon-
boztetése vezet el a logikai miveletek kialakuldsdhoz. (Inhelder-Piaget, 1955.).

Végiil Piaget azon munkait kell dttekinteniink, amelyek kozvetleniil a kombinativ miiveletek kiala-
kuldsinak folyamatdt tanulmdnyozzdk. (Piaget—Inhelder, 1951. VII,, VII,, IX. fejezet, illetve
Inhelder—Piaget, 1955. V11. fejezet), E munkdkban négy kombinativ miivelet kialakuldsdnak vizsgdlatd-
val taldlkozunk: a kombindcidk, a permuticidk, az ismétléses varidciok és a halmaz Gsszes részhalmaza-
nak képzésével (kiilonbozd elemszdmi kombindcidk képzésével). Ezekben a vizsgdlatokban a kisérleti
személyeknek konkrét targyakbdl (pl. korongokbdl, pdlcikdkbol) kell a feltételeknek megfeleld lehet-
séges Osszedllitasokat elkésziteniiik. Bar a Piager iltal vizsgdlt miiveletek kialakuldsdban vannak mind-
ségi kilonbségek, idSbeli eltolddasok, Osszefoglalva elmondhatjuk, hogy a fejlédés elsé stadiumdban
lev8 kisérleti személyek probdlkozdssal, véletlenszertien, minden szisztéma nélkil készitik el a feltéte-
Ieknek megfelel§ Gsszedllitdsokat. A mdsodik stidiumra a rendszer keresése, a néhdny Osszedllitds fel-
soroldsira alkalmas részszisztémak kialakuldsa jellemz§. A harmadik stadiumban az 6sszes Ssszedllitds
(ami a feladattdl fiiggden lehet permutdcid, varidcié, kombinacid) egyetlen alapelv szerinti mddszeres
felsoroldsdt figyelhetjiik meg; ekkorra alakulnak ki a teljes felsorolast IchetGvé tevd miiveleti sémak.
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Piaget a kombinativ miiveletek kialakuldsdt a logikai miiveletekkel és a véletlen fogalmaval kapcso-
latban tanulmédnyozza, nem fordit azonban figyelmet arra, hogy a kombinativ miiveletck egymdshoz
valé viszonyat tisztdzza, és a kombinativ képességet mint rendszert épitse fel, Ez abbdl a felfogdsbdl
kovetkezik, hogy a kombinativitast az egész logikai miveletrendszert, sGt a gondolkodds mds teriile-
teit is athaté jelentdségilinek, azonban mégis mdsodlagos, aldrendelt szerepet jitsz6 tényezdként
kezelte. Valdszintileg ezzel magyardzhatd, hogy bdr Pigget-nak nagy hatdsa van a XX, sz. kdzepe utani
pszicholdgidra, az egész matematikatanitds meguijuldsdra, az dltala elkezdett munka a legtobb teriileten
kovetSkre akadt, a kombinativitds vizsgdlatdnak Kkiteljesedésére azonban nem keriilt sor, Szemben a
logikai, rendszerezési vagy csoport-struktirakkal, a kombinatorika nem valt a kiilonb6z§ pszicho-mate-
matikai vizsgdlatok kozponti kérdésévé, és nem kapott silydnak megfelel szerepet a legtdbb (ij mate-
matikatanitdsi koncepciéban sem. (Bar kétségtelen, hogy sok kisérlet folyik Piaget szellemében a kom-
binatorika egészen korai tanitasival kapcsolatban.) (L. Varga, 1967; Tiirke, 1967)

A kombinativitds pszichologidjit érint6 vizsgilatok torténetének rovid dttekintésébdl
is kitlinik, hogy a kombinativ képességnek a gondolkodds fejlédésében meghatdrozo
szerepe lehet, ugyanakkor felépitése, fejlettségének dtlagos szintje, a kialakulds folya-
mata, kialakitdsdnak, fejlesztésének lehetdségei és hatdrai kevéssé ismertek.
mélis mértéki kifejlesztésének lehetGségeit kell feltirni. Ahhoz azonban, hogy a fejlesz-
tés stratégidit kidolgozzuk, mindenekelstt ismernink kell az adott tarsadalmi-kulturilis
kornyezetben ,;spontdn”, természetes médon, direkt tanitas nélkiil kialakulé kombina-
tivitds struktirdjit, fejlddésének mechanizmusdt. A megismerési folyamat részletekbe
men$ empirikus vizsgilatokat igényel, és ehhez mérSeszk6zokre, feladatrendszerekre
van szilkségiink. A teszteket pedig csak akkor tudjuk elkésziteni, ha elméletileg tisz-
tdzzuk a Kombinativitds lényegét, mibenlétét, é kidolgozzuk a kombinativ képesség
hipotetikus modelljét.

2. A kombinativ keépesség hipotetikus modellje

A kombinativ képesség dltalunk kialakitott elméleti koncepcidjdt itt csupin vizla-
tosan ismertetjiik, elsGsorban azokat a mozzanatokat kiemelve, amelyek a bemutatandé
empirikus anyag értékeléséhez szilkségesek. Kutatdsunknak mind az elméleti, mind
pedig az empirikus anyagdbdl azokat a részeket igyekeztiink kivdlasztani, amelyek kozel
dllnak a matematikatanitis problémdihoz is. Szeretnénk azonban kiilén is hangsilyozni,
hogy vizsgilatunk egésze nem a matematikatanitds kérdéseivel, hanem gondolkod4dsunk
alapvetd képességeivel, ezek fejlesztésének lehetGségeivel kapcsolatos. Kétségtelen
viszont, hogy a széban forgd képességek kifejlesztésének egyik legfontosabb teriilete a
matematika.

Koncepciénk kialakitdsdhoz els6sorban két forrdsbdl meritettiink. Egyfelsl a mate-
matikai kombinatorikdbdl. Ha ugyanis elfogadjuk, hogy pszichikus rendszereink, miive-
leti képességeink a valdsdg struktirdinak elsajatitdsa, belsGvé valdsa révén alakulnak ki,
és a matematika ugyancsak a valésdgot képezi le, a kombinatorika alapjainak elemzésébél
kovetkeztethetiink kombinativ miiveleteinkre. Bar a k6z0s eredet ellenére mindkettd sajat
belsS torvényei szerint fejlédik. Ezért a matematika felépitéséb&l nem kovetkeztethetiink
- kozvetleniil a gondolkodds struktirdjira, de még az analégidk kore is nagyon sziik, csak az
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eredetre, a legelemibb alapokra korldtozédik. Mésik forrdsunk a pszicholdgia, a pszicho-
16gidban a képességekrdl és a gondolkoddsrol felhalmozott ismeretek Gsszessége.

De mit is értiink kombinativ képességen? Ezt a fogalmat két szinten fogjuk meghati-
rozni. Egyrészt jellemezziik a tdgabb értelemben vett kombinativ képességet, majd meg-
hatdrozzuk az annak részét képezd, miiveleti képességként leirhatd, sziikebb értelemben
vett kombinativ képességet.

Ha a kombinatorika és az emberi gondolkodas kombinativitdsanak kapcsolatat tekintjiik, el kell
vetniink azokat a naiv feltételezéseket, amelyek szerint van egy tudatalatti vagy éppen tudatos, esetleg
automatizdlédott mechanizmusa a gondolkoddsnak, ami bonyolult, soktényezGs feltételek kozott is
alkalmas az osszes lehet8ség szdmbavételére, felsorolisira, mérlegelésére. Egy ilyen mechanizmus
ugyanis a legtobb gyakorlati probléma esetében mar a mennyiségi ardnyok miatt sem miikddhetne,
Midsrészt pedig gyakran nem is adottak kozvetleniil azok az elemek. amelyeket kombindlni kell, és
nincs pontosan meghatdrozva az sem, hogy az elemekbdl dsszedllitott konstrukciéknak milyen feltéte-
leket kell kielégiteniiik (pl. egy novella meghatdrozott mondata),

A viltozék vagy a vdltozdk lehetséges értékei szimanak novekedésével az osszes lehetSség expo-
nencidlisan vagy hatvdnyozottan nd, és ez csakhamar az ugynevezett kombinatorikai robbandshoz, az
osszes lehetGség szdmdnak kezelhetetlen mértékli novekedéséhez vezet. A novekedés ardnyaira jel-
lemz8, hogy némelyik egyszerlien megfogalmazhaté gyakorlati optimalizdciés probléma megolddsi
varidciéinak szdma olyan nagy, hogy azok egyenkénti értékelésére még a lehet8ségek hatdrait sirold
sebességgel mikodd szdmitégépek sem lennének képesek.

Erdekes médon azonban azt tapasztaljuk, hogy az ember naponta dont ilyen kérdésekben, és ha
nem is mindig az optimadlis, de az adott feltételek kozott a lehetd legjobb alternativat vilasztja. Mivel
bizonyos problémékra nem lehet az emberi gondolkodassal versenyképes algoritmusokat késziteni,
ezért némely matematikus hajlik is arra a feltételezésre, hogy az emberi agy egy mdsik matematikdt
haszndl.

A fenti ellentmondds felolddsira annak figyelembevételének lehetSsége is kindlkozik, hogy az
ember dontéseiben felhaszndlja tapasztalatit, ismereteit. Ha ugyanis bizonyos kombinatorikai sémdk
alapjdn kezelhetd mennyiségl lehetSséget llitunk elS, majd ezek k6z6tt tuddsunkra tdmaszkodva
szelektdlunk, és csak-a relevins lehetGségeknek képezziik ujabb véltozatait, a potencidlisan nagyszamu
lehet3séghdl a lehetGségek egyenkénti vizsgdlata nélkiil is ki lehet vdlasztani a gyakorlatilag megfelelSt.

A gondolkoddsunkban megnyilvdnulg, legdltalinosabban értelmezett kombinativitdsra
az jellemz6, hogy nem rendelkezik dllandosult, kdtott szerkezettel, benne a véletlen-
szerli prébdlgatds, a tapasztalat, az ismeretek felhaszndldsa és a lehetGségek kombina-
torikai sémdk alapjin valé szdmbavétele keveredhet. Az ilyen tdgan értelmezett kombi-
nativ képességet az dltaldnos képességek részének tekintjilk, mivel hatdsa az intellek-
tudlis folyamatok széles korében megnyilvanulhat. (Pl. egy épiilet megtervezésében, egy
vers megirdsdban, egy zenemii megalkotdsdban, de akdr olyan hétkoznapi jelenségekben
is, mint a vilasztékos 6ltozk6dés.) A kombinativ képesség ezen altaldnos (kotetlen) for-
majaval akkor taldlkozunk, ha az adott tdrgy, jelenség bonyolult, soktényez8s, vagy ami
a leggyakoribb, nem adottak explicitt a kombindlandé elemek, és az elkészitendd
produktum leirdsa is csak nagyon vézlatosan korilhatdrolt. lyen esetben végtelen sok,
de legaldbbis gyakorlatilag kezelhetetlen mennyiségli megoldas elégiti ki a feltételeket,

Ha azonban a kombinativ képesség olyan feltételek kozott miikodik, amikor kevés
szempontot kell szdmitdsba venniink (kicsi a kombindlandé elemek sziama), pontosan
adott az, hogy az elemekbdl milyen konstrukciét keli létrehoznunk (a kovetkezdkben
minden pontosan leirhaté Osszedllitds kozos megnevezésére, legyen az varidci6, per-
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mutdcié vagy kombindcid, a konstrukcio kifejezést hasznaljuk), maga a probléma, a fel-
tételek meghatdrozzdk, hogy hinyféle konstrukcié elégiti ki a feltételeket. (PL.: két
kilénb6z6 zakénk és haromféle nadrigunk van. Milyen lehetSségeink vannak a felol-
t6zésre?) llyenkor médunk van az Osszes eset 1étrehozasdra, felsoroldsara, vagy legaldbbis
végiggondoldsira, mérlegelésére.

Egy-egy feltételrendszernek megfelelé felsorolds, gyakran végrehajtva, tevékeny-
ségiink elemi operdciéinak mindig azonos sorrendben lefuté ldncolativd vélik. Az elemi
operaciok' lancolatainak dllandésuldsaval, bels6vé valisival alakulnak ki a kombinativ
miiveletek. A kombinativ miveletek kialakuldsdval és rendszerbe szervezddésével pedig
kialakul a szifkebben értelmezett, miiveleti képességkent leirthaté kombinativ keépesség.

Ezen a ponton rovid kitér6t kell tenniink, hogy az itt bevezetett fogalmak értelmét pontosabban
megvildgitsuk. Nézziik elSszor a miiveleti képesség fogalmit. E fogalmat legkdnnyebben a készségek és
az iltalanos képességek fogalmaval osszehasonlitva értelmezhetjik, A készségek, tevékenységiink auto-
matizalt komponensei, mindig valamilyen konkrét tartalomhoz k&tSdnek (pl. az irds készsége, az
olvasds készsége, igeragozds sth,), ezzel szemben a miiveleti képességek sokféle szitudcidéban, sokféle
tartalmon miikodSképesek (pl. kombinalhatunk targyakat, jeleket, szavakat stb.), Hasonlésdg viszont a
készségek és a miiveleti képességek kozott az, hogy strukturdjuk, vagyis a benniik megjelend elemi
operdcidk sorrendje kotott. A miiveleti képességek és az dltalinos képességek k6z6s vondsa, hogy nem
kapcsolédnak konkrét tartalomhoz, tobbféle tevékenység szabdlyozasiban megjelenhetnek, viszont
kiilonbdznek abban, hogy a miiveleti képességek elemi operacidk kotott sorrendii lancolatibdt dllnak,
- ellentétben az dltalinos képességekkel (Nagy, 1980).

A kombinativ miiveletek fogalmat részben mdr értelmeztiik. Csupdn azzal egészitjiik ki, hogy a
miivelet fogalmdt itt nem matcmatikai, hanem pszicholdgiai értclemben haszndljuk. Piaget megfogal-
mazésa szerint ,,Kibernetikai nézGpontbol egy miivelet egy tokéletes regulacié. Ea azt jelenti, hogy egy
miiveleti rendszer (operational system) kikiiszoboli a hibat, mielGtt az fellépne . . .V(Piaget, 1971, 15.)
A kombinativ miiveletek pszichikus rendszerek. melyek a megfelel$ tevékenységet (adott elemek adott
feltételcket kielégitd Osszeallitdsainak felsorolasa) szabalyozzdk.,

A kovetkezd kérdés, melyet meg kell vilaszolnunk az, hogy melyek a kombinativ
miiveletek, illetve, hogy a sziikebben, miiveleti képességként értelmezett kombinativ
képesség milyen elemekbd] és hogyan épiil fel. Természetesen ez egy olyan alapkérdés,
amelynek megvilaszoldsira egész kutatémunkdnk irdnyul. Mégis sziikséges volt, hogy
elézetesen megfogalmazzunk néhdny olyan hipotézist, amelyek alapjdn tesztjeinket fel-
épithetjiik,

Ezen a ponton ismét a matematikdhoz fordultunk, Annak szdmbavételére volt sziikség, hogy
melyek azok a kornyezetiinkben, a targyi valosdgban el6fordulé legalapvetGbb kombinatorikai struk-
tirdak, amelyeket a tevékenységeinkben leggyakrabban leképeziink, Ehhez a kombinatorika alapjainak
elemzésére volt szilkség, Koztudomasii azonban, hogy a kombinatorikdnak nincs olyan kialakult egy-
séges rendszerc, mint mds matematikai diszciplindknak, ma a kombinatorikdt még kilénbdz8 prob-
1émdk lazdn Osszefiiggd halmazdnak tckintik. Nem timaszkodhattunk tehdt olyan alapra, mint példdul
gondolkoddsunk logikai miiveleteinek vizsgdlatakor a matematikai logikdra.

A kombinatorika elemei hagyomadnyosan az ismétléses és ismétlés nélkiili permutaciok, varidciok és
kombindcidk, egyes feladatok pedig a kivalasztds és a rendezés miiveleteire vezethet8k vissza, Ezek az
alapfeladatok egymasbol tobbféleképpen szarmaztathatdk, tobbféleképpen rendszerezhetdk, tanitdsuk
sordn tobbféle megoldds alkalmazhaté. Akombinatorika hagyomanyos iskolai tanitdsa tébbnyire csak
a lehetGségek szdmanak meghatdrozdsaval foglalkozott, nem pedig a lehet8ségek felsoroldsdnak kér-
désével. A targyalds rendje a formalis, kiilsGdleges Bsszefiiggéseket vette alapul, és nem a lényeges belsd
strukturdlis elemeket. (E problémadkat itt nem fejtjiik ki, L. Csapd, 1979.)
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A kérdés, amit mi feltesziink, nem az, hogy hogyan lchet a kombinatorikai alapfeladatokat mate-
matikailag legegyszerlibben bevezetni, a ,legelegdnsabban™ rendszerezni, hanem az, hogy a tobbféle
rendszerezési lehetGség kozil melyiket tiinteti ki az emberi gondolkodds. Melyik a ,,természetes” rend- .
szer, mely miveletek milyen sorrendben jelennek meg, milyen fejlettséget émek el a kiilonbozd
tanulékndl direkt tanulds nélkiil?

Tesztjeink elkészitése elGtt tehdt arra vonatkozéan kellett feltevéseket megfogalmaz-
nunk: vajon hogyan fejlédik ki gondoikoddsunk kombinativ miiveleti rendszere?

Megfontoldsaink eredménye az 1.4bra alapjin tekinthetd dt. A matematikai és a
pszicholégiai szempontokat mérlegelve arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy tesztjeink
legcélszer(ibben egy nyolc feladattipusbdl 4116 rendszerre épitheték. Feltételeztiik, hogy
az elemi miiveletek (azok, amelyek még nem kombinativ miiveletek, de amelyek azok
kialakuldsiban részként jelen vannak, példdul: a felcserélések, eltoldsok stb.) integ-
ril6dédsa és differencidléddsa révén két irdnyba haladva épil ki a kombinativ miiveletek
rendszere.

Az egyik oldalon megjelennek a ,,varidlis” miiveletei. A halmazok Descartes-féle szor-
zatdnak képzését — dmelyet ugyan nem szoktak a kombinatorika kérébe sorolni — tekint-
jik az egyik legegyszerlibb kombinativ mtiveletnek. Ennek egyik speciélis esete az ismét-
léses varidcié. Hasonl6 tipusi feladat az ismétlés nélkiili varidciok képzése, amelynek
egyik alesete az ismétlés nélkiili permutdcié. (Ezt nem is kezeltiik kiilon tipusként.) Az
olyan jellegli felsoroldsok vizsgdlatira, amelyekben nem minden konstrukcié ill azonos
szdmi elembdl, felvettink még egy feladattipust, amelyben az Gsszes — legfeljebb
(megadott) k elemii — ismétléses varidcié képzése a feladat.

A midsik oldalon megjelend miiveleteket, a , kombindlds” gyijténéven foglaltuk
dssze. Ezek legegyszer(ibb tipusa az ismétléses kombindcié. EbbSl szirmaztathaté az
ismétlés nélkiili kombindcidk képzése, amelynek dltaldnositdsdval az ismétléses per-
mutdcidk képzéséhez jutunk. (Ez ut6bbi két feladat egyardnt halmazok rendezett osztd-
lyozasait feltételezi.) Végul pedig az 6sszes — kiilonbdzé szdmu elembdl llé — ismétlés
nélkiili kombindcié képzése, vagyis egy halmaz részhalmazainak képzése tartozik ide.

Nem tériink ki részletesen a felvdzolt rendszer indokldsdra. Csupdn azt emlitjilk meg,
hogy egyszeriibbnek tekintettik azt a feladatot, amelyik kevesebb kiils6 feltételt tar-
talmaz, tehdt pl. ha nem volt kikotve, hogy egy konstrukciéban nem szerepelhetnek
azonos elemek. (Kombindcidk képzésének a vizsgdlatakor fiatalabb gyermekeknél Piaget
is megengedte az ismétlGdést. L. Piaget-Inhelder, 1951. 175.) Igy néhdny ponton ellenke-
26 sorrendhez jutottunk, mint amit a kombinatorika tanitdsdban kovetni szoktak.

A bemutatott modell csupin tesztjeink feladattipusainak szimbavételére szolgdl. Az,
hogy valéjdban milyen is a kombinativ miiveletek rendszere, az empirikus vizsgilatok
alapjan donthetS el.(Bizonyos specidlis problémdk megolddsa érdekében a felsoroltakon
kivill m4s feladattipusok is szerepelnek tesztjeinkben, ezekkel azonban e tanulmdnyban
nem foglalkozunk.)
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1.dbra

3. A kombinativ képesség empirikus vizsgdlata

Az empirikus vizsgdlatbdl itt csak a 14 éves korosztily eredményeit, abbdl is csak az
alapvets statisztikai adatokat mutatjuk be. Képet adunk azonban az egész vizsgilatrol,
mivel annak rendszerében helyezziik el a kozolt eredményeket. Els6ként a tesztek vdz-
latdt és felépitését ismertetjiik, majd a mérési eredményeket értékeljik.

A kombinativ képesség vizsgdlatdhoz a teszteket hdrom kiilonboz6 szinten készitet-
tilk el: manipulativ, szenzoros, illetve formdlis szinten. Mindhdrom szinthez matema-
tikailag teljesen ekvivalens feladatok tartoznak, csupdn tartalmuk kiilénboz6. Egy fela-
dat hdrom mennyiséggel jellemezheté: a kiindulé elemek, az elkészitend6 konstruk-
ciok elemeinek szamadval (a konstrukciok ,hosszdval’), valamint a lehetséges konstruk-
ci6k szamdval. A nyolc feladattipus mindegyikére tobb (3—6) feladatot készitettiink.
Ezek szimszerd jellemzGit gy hatdroztuk meg, hogy minden tipusbdl szerepeljen a
lehetd legegyszeriibb feladat, a feladatok a kb. 25 konstrukcid elGillitdsdig terjeds
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intervallumot egyenletesen lefedjék, valamint hogy a lehet$ legtobb konkrét kérdés
megvdlaszoldsdra adjanak lehetGséget. Vizsgdlatunk céljaibdl kovetkezik, hogy a felada-
tokban a feltételeknek megfelel6 konstrukcidk megalkotdsdt, az Osszes lehetséges kon-
strukcid felsoroldsat kértiik.

Az ismertetett megfontoldsok alapjdn elkészitett feladatrendszert az 1. és 2. tdbldzatban mutatjuk
be. A tablizatokbdl kideriil, hogy mindegyik kombinatorikai feladattipushoz tobb feladat, lényegében
egy szubteszt tartozik, A feladatokat kisbetiikkel jeloltiik, a tovdbbiakban ezekkel fogunk rdjuk hivat-
kozni. A kiinduld elemek Osszességét (az ismétléses permutdciok esetét kivéve) halmazoknak tekintjiik,
A Descartes-féle szorzatok képzése sordn két vagy tobb, a tobbi feladatndl egy halmaz a kiindulds, A
halmazok elemeit nyomtatott nagybetiikkel jeloljiik, a Descartes-féle szorzatok képzésénél ezen til
még szimokat és jeleket (+ és —) is haszndlunk. Ugyanezeket a jeleket és betiiket alkalmazzuk a for-
malis szint feladataira is. A tdbldzatokban feltiintetjiik a feladatok megold4sét, a konstrukcidk felsoro-
ldsat is. Ez a felsorolds egyben az a produktum, amelyet a tanuléktdl a formdlis szint tesztjeiben elvér-
hatunk,

Az els6 és mdsodik tdbldzatban feltiintetett feladatokra a hdrom szinten elkészitett teszteket csak
réviden, egy-egy példara hivatkozva mutatjuk be.

1. tabldzat. A ,, VARIALAS” teszt feladatai

A feladat A kiindulé elemek A konstrukciék
neve | jele | szama jele hossza | szdma felsoroldsa
a |2+42  {A,B}{1,2} 2 4 |Al,A2,B1,B2
342 {A,B,C}{1,2) 2 6 |Al, A2,B1,B2,C1,C2
Descartes- | ¢ | 4+3 {A,B,C,D} 2 12 |Al, A2, A3, B1, B2, B3,
féle {1,2,3} Cl1,C2,C3,D1,D2,D3
szorzatok | d | 2+2+2 (A,B}({+, -} 3 8 |A+l,A+2, A-1,A-2,
képzése {1,2) B+1,B+2,B—1,B-2
e | 6+2 {A,B,C,D,E,F} 2 12 |Al, A2,B1,B2,Cl1,C2,
{1,2} ) D1,D2,E1,E2,F1,F2
£ |2+2+ {A,B}{+ -} 4 16 |A+1X, A+1Y, A+2X, A+2Y,
+2+2 {1,2}{X,Y} A-1X,A-1Y, A-2X,A-2Y,

B+1X, B+1Y, B+2X, B+2Y,
B-1X,B-1Y, B_2X,B-2Y
g |2 {A,B) 2 4 |AA, AB, BA, BB

h 12 {A,B} 3 8 [AAA, AAB, ABA, ABB,
BAA, BAB, BBA, BBB

Ismétléses | i |3 {A,B,C) 2 9 |AA, AB, AC, BA, BB, BC,
varidciok CA, CB, CC

képzése j 4 {A,B,C,D} 2 16 |AA, AB, AC, AD, BA, BB, BC,
BD, CA, CB,CC,CD, DA, DB,
DC, DD

k |2 {A,B} 4 16 |AAAA, AAAB, AABA, AABB,
ABAA, ABAB, ABBA, ABBB,
BAAA, BAAB, BABA, BABB,
BBAA, BBAB, BBBA, BBEB




1. tdbldzat folytatdsa

A feladat A kiindulé elemek A konstrukciék
neve jele | szdma jele hossza |szdma felsoroldsa
1 i3 {A,B,C} 2 6 | AB,AC,BA,BC,CA,CB
m| 3 {A,B,C} 3 6 | ABC, ACB, BAC, BCA, CAB,
CBA
Ismétlés n| 4 {A,B,C,D} 2 12 | AB, AC, AD, BA, BC, BD,
nélkiili , CA, CB, CD, DA, DB, DC
varidcick | o | 5 {A,B,C,D,E} 2 20 | AB, AC, AD, AE, BA, BC, BD,
képzése BE, CA, CB, CD, CE, DA, DB,
DC, DE, EA, EB, EC, ED
p| 2 {A,B} 1,2 6 | A, B, AA, AB, BA, BB
al 3 {A,B,C} 1,2 12 | A,B,C, AA, AB, AC, BA, BB,
Az Osszes BC, CA, CB, CC
ismétlés r |2 {A, B} 1,2 14 | A,B, AA, AB, BA, BB, AAA,
nélkiili 3 AAB, ABA, ABB, BAA, BAB,
varidcié BBA, BBB )
Képatse s | 4 {A,B,C,D} 1,2 20 | A,B,C,D, AA, AB, AC, AD, BA,
BB, BC, BD, CA, CB, CC, CD,
DA, DB, DC, DD
2. tabldzat. A ,, KOMBINALAS” teszt feladatai
A feladat A kiindul6 elemek A konstrukciék
neve jele| szdma jele hossza | szdma felsorolasa
a 2 {A,B} 2 3 |AA, AB,BB
b| 2 {A,B} 3 4 |AAA, AAB, ABB, BBB
Ismétléses | c | 2 {A,B} 4 5 |AAAA, AAAB, AABB, ABBB, BBBB
kombindciok | d | 3 {A,B,C} 2 6 |AA, AB, AC, BB, BC, CC
képzése e|{ 3 {ABC} 3 10 |AAA, AAB, AAC, ABB, ABC, ACC,
BBB, BBC, BCC, CCC
f| 4 {AB,C,D} 2 10 |AA, AB, AC, AD, BB, BC, BD, CC,
CD, DD
g| 3 {AB,C} 2 3 |AB, AC,BC
h| 4 {AB,C,D} 2 6 |AB, AC, AD, BC, BD, CD
Ismétlés i 5 {A,B,C,D,E} 2 10 |AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD,
nélkiili CE, DE
kombindcidk | j s {A,B,C,D,E} 3 10 |ABC, ABD,.ABE, ACD, ACE, ADE,
képzése BCD, BCE, BDE, CDE
k| 6 {A,B,C,D,E,F} 4 15 | ABCD, ABCE, ABCF, ABDE, ABDF,
ABEF, ACDE, ACDF, ACEF, ADEF,
BCDE, BCDF, BCEF, BDEF, CDEF




2. tabldzat folytatdsa

A feladat A kiindul6 elemek A konstrukciék
neve jele|szdma jele hossza { szdma felsoroldsa
1 3 - A,B,B 3 3 |ABB, BAB, BBA
m 4 A A BB 4 6 |AABB, ABAB, ABBA, BAAB,
BABA, BBAA
Ismétléses n 4 A,A,B,C 4 12 |AABC, AACB, ABAC, ACAB,
permutdcick ABCA, ACBA, BAAC, CAAB,
képzése BACA, CABA, BCAA, CBAA
o 5 A,AB,B,B S 10 |AABBB, ABABB, ABBAB, ABBBA,
BAABB, BABAB, BABBA, BBAAB,
BBABA, BBBAA
p 2 {A,B} 1,2 3 |A,B,AB
Részhalmazok | q 3 {ABIC) 123 7 |A,B,C, AB, AC, BC, ABC
képzése r| 4 {A,B,C,D} 1,2 | 15 |A,B,C,D,AB,AC, AD, BC, BD,
34 CD, ABC, ABD, ACD, BCD, ABCD

A manipulativ feladatokban a tanulék kis szines palcikdkkal, illetve a Descartes-féle
szorzatok képzésekor ezenkiviill még szines kartonlapokkal dolgoztak. Példaként a
»VARIALAS” teszt b és a ,KOMBINALAS” teszt h feladatit mutatjuk be. (L. 2. és
3. dbra)

,VARIALAS” b feladat (manipulativ)

Rakd ki az dbrdn ldthaté Osszedllitdst az dsszes kilonbozé modon, ha a NARANCS, a
BARNA és a FEHER szinfi hdromszégeket és a SARGA és a ZOLD négyzeteket hasz-
nélhatod fel!

2. dbra

Osszedllitdsnak csupa kiilonbozd szinii pdlcikdbol kell éllnia, és a pdlcikdk sorrendje nem
szdmit!

,JKOMBINALAS” h feladat (manipulativ)
Rakd ki az Osszes lehetséges kiilonbéz6, KET PALCIKABOL ALLO 6sszedllitdst, ha egy
Felhaszndlhatd pélcikdk: PIROS, KEK, SARGA, ZOLD

3.dbra

A tanulék irdsban kaptik meg a feladatokat, mellékelve a sziikséges eszkozoket.
Ezutdn 6nédlléan dolgoztak, majd miutin egy feladattal elkésziiltek, a jelenlevé pedagé-
gus feljegyezte az dltaluk elkészitett konstrukcidkat.
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A szenzoros szint feladatait a tanulék nyomatott teszteken oldottik meg.
Itt mdr nem valédi targyak tényleges Osszedllitdsarél volt sz6, hanem csupdn tdrgyak
képein jelolték a konstrukcidkat. A 4. és az 5. dbrdn példaként a ,,VARIALAS” teszt b
és a ,,KOMBINALAS” teszti feladatit mutatjuk be, feltiintetve a megoldast is. (Azi
feladattal megegyezG dbrdt haszndlunk a jfeladatban is, csak az utébbiban nem 2,
hanem 3 gyimolcsot kell bekarikdzni.)

,VARIALAS” b feladat

b) Oltoztesd fel az dbran ldthaté fitt

kétféle nadrdgot haszndlhatsz fel!

a lehetséges dsszes kiilonbozé modon, ha hiaromféle inget és
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4.dbra

,JKOMBINALAS” i feladat

i) Karikdzz be KET gyiimolcsét a lehetséges Osszes kiilonbozé médon! Egy-egy kis dbrdn egy karika-

D AN \ € |\ ¢ ng
o’ |6A° 690D | 70| 6o
$ & A é
4 @)

5

B

&

S 7

G o

5. dbra

A formalis szint feladatait a feladatrendszer bemutatdsa kapcsin mdr jellemeztiik,
csupén a feladatok megfogalmazésdnak illusztréldsaként idézzik a ,,VARIALAS” teszt
b feladatat: ,,Sorold fel az dsszes kiilonbozé, KET JELBOL ALLO sorozatot, ha az
elsé helyre az A vagy a B vagy a C betiit, a mdsodik helyre pedig az 1 vagy a 2
szdmjegyet teheted!”
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A képességek vizsgilatit a 14 évesek korosztdlydndl 1980-ban februdrtél mdjusig végeztiik Csongrad
megye 13 iskoldjdnak, a reprezentativitis szempontjai szerint kivdlasztott 600 tanuléjdval.

A vizsgdlat e szakaszaban a rendszerezési, a logikai és a kombinativ képesség méréseit végeztiik el. A
résztvevd tanuldk szdmdra heti egy-két alkalommal kiscsoportos foglalkozdsokat szerveztiink, ahol
egy-egy pedagdgus feliigyelete mellett 6ndlléan oldottdk meg tesztjeinket, A hdrom képesség teljes
tesztrendszerének megolddsa Osszesen koriilbelill 22—24 6rédt vett igénybe. Az igy kapott megolddsok
hatalmas adattomege a miiveleti képességek struktirdjanak, kapcsolatrendszerének alapos, részletekbe
mend feltardsdt teszi lehetGvé,

Az itt bemutatand statisztikai jellemzSk a kb. 550 tanuld dltal megoldott 3 X 37 = 111 feladaton,
azaz osszesen kb. 60 ezer megolddson alapulnak, ez pedig tobb mint fél millié konstrukcié megalko-
tdsdt és felsoroldsdt igényelte. .

Az adatok feldolgozdsa sordn az egyes feladatok minden konstrukciéjéhoz egy kédszdmot rendel-
tiink. E kédszamok sordnak szamitgépre vitelével médunk van annak nyilvdntartasdra, hogy az egyes
tanulék milyen konstrukcidkat milyen sorrendben soroltak fel, és igy ezen adatok elemzésével lényc-
gében a gondolkodds folyamataira kovetkeztethetiink vissza. Az elemzésnek ez a formdja jelenleg
folyamatban van. Ezen til azonban sziikség van a feladatok teljesitményeinek tomorebb, mennyiségi
jellemzésére is.

Az egyik adat, amivel a miiveleti képesség kialakultsigit jellemezhetjiik, azon tanuldknak az
ardnya, akik a feladatot hibdtlanul oldottik meg. Hibdtlan megolddson azt értjiik, hogy a tanuld éppen
a sziikséges konstrukcidkat sorolta fel, nem kevesebbet, és nem is ismételt meg tobbszér azonosat.
Sziikség van azonban azoknak a feladatmegolddsoknak a jellemzésére is, amelyek nem tokéletesek
ugyan, mivel nem soroltdk fel az 6sszes konstrukcidit, illetve tartalmaznak felesleges konstrukcidkat is.
Ezért definidltunk egy mennyiséget a megolddsok jésdgdnak jellemzésére, amely a jé6 konstrukcidk
szamanak (x) és a felesleges, ismétlGdd konstrukcidk szdménak (y) a fiiggvénye. A megoldds josdga:

x (T -yy

TZ
A képletben T a teljes megoldashoz tartozé, vagyis az osszes lehetséges konstrukcid szdma
(T = Xmax)- Ha a feladat megolddsa hibatlan, akkor J = 1, ez esetben x = T és y = O. Ha a feladat
megoldasa hibds, akkor minden hidnyzé jo, illetve minden felesleges, ismétlédd konstrukcié ardnyosan
csokkenti J értékét. (w =T esetén J = O, Ugyancsak nulla értékiinek tekintettiik a néhiny esetben
eléfordulé y > T jellegii megolddsokat.)

Az ismertetett megfontoldsokra épitett fontosabb statisztikai jellemz6ket a ,,VARIALAS™ teszt-
re a 3., a ,,KOMBINALAS"” tesztre a 4. tdbldzatban mutatjuk be. A tibldzatok egymds melletti
tombokben tartalmazzdk a manipulativ, a szenzoros és a formadlis szint statisztikai jellemzdit. A statisz-
tikai adatok elsG oszlopai a jé konstrukcidk szamdnak dtlagit (x), a mdsodik oszlopok ugyanezen
mennyiség relativ szérdsdt tartalmazzdk. (x)-et T-vel dsszehasonlitva litjuk, hogy a jé konstfukciék
dtlagos szdma mennyire kozeliti meg a lehetséges maximumot. A harmadik oszlopokban a ¥ - T (J
itlaga T-vel szorozva) mennyiséget tiintettiik fel, ez ugyanis (x)-el 6sszehasonlithaté. Az eltérés mér-
téke az ismétléds, felesleges konstrukcidk ardnydt jellemzi. Mivel T a feladat silydnak is tekinthetd, a
szubtesztek, tesztek mennyiségi jellemzGit is a J » T mennyiségekbdl alakitottuk ki.

A negyedik oszlop J szdzszorosit mutatja, vagyis a feladat jésdgit szdzalékban kifejezve. Ez az
egyes feladatok egymadssal Osszehasonlithatd jellemzésére alkalmas.

Az 0t6dik oszlopok J relativ szdrdsdt (CVj %) mutatjdk, mely egyben természetesen a J - T-nek is,
illetve a 100 J-nek is relativ szérdsa. Végiil a 6. oszlopban mindcniitt azoknak a tanuldknak az ardnyat
tiintettiik fel szdzalékban, akik az adott feladatot hibdtlanul oldottdk meg (akiknél tehat J =1).

4. Az eredmények értékelése

E rovid terjedelemben nem vdllalkozhatunk arra, hogy a tdbldzatok altal tilkrozott dsszefiiggésrend-
szert részletekbe menden elemezziik. Az itt kovetkezd rovid megjegyzéseinkben csak néhédny tenden-
cidra hivjuk fel a figvelmet, illetve szempontokat adunk a tdbldzatok tovabbi elemzéséhez. E16szor a
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3. tibldzat. A 14 éves tanulok teljesitményeia ,,VARIALAS" teszteken (546 tanulo)

A teljesitmények jellemzgi

A Manipulativ Szenzoros Formilis
fela- T

dat | Xmax Hibat- Hibat- Hibat-
jele J6 konst- A megoldas lan 16 konst- A megoldas lan 16 konst- A megoldas lan

rukciék mindsége megold. rukcidk mindsége megold. rukciék mindsége megold.

arinya arinya ardnya
X C;:x JorT 1007 C,;ZJ J%I % C;,:" J+T 100) C;:J ],; % C;:" JoT 1001 C;:J J;}‘
a 4 366 25 364 91 26 83,6 3,54 31 3,34 83 37 72,9 2,90 61 2,87 72 62 70,1
b 6 5,56 21 554 92 22 82,2 520 32 493 82 37 66,3 4,30 62 427 171 63 69,5
c 12 | 10,84 21 10,74 89 22 67,6 |10,15 33 9,58 80 39 58,4 8,10 65 8,10 67 66 58,4
d 8 6,80 30 6,70 84 32 63,6 5,65 4S5 5,35 66 49 371 §,37 67 5,34 67 67 60,3
e 12 (10,88 21 10,71 89 24 65,1 (10,36 32 9,87 82 36 62,9 9,10 53 9,06 75 54 67,2
f 16 j11,58 41 1133 170 43 36,6 | 1002 51 9,33 58 55 16,9 965 73 9,51 59 73 43,7
g 4 387 14 384 96 16 89,9 3,47 33 3,32 83 40 76,6 3,52 27 3,51 87 28 74,1
h 8 7,17 17 7,10 88 19 58,6 6,16 40 5§91 73 44 44 6 5,40 45 5,37 66 46 27,1
i 9. 8,33 17 8,24 92 17 744 741 36 707 719 41 58,0 6,74 47 669 75 47 52,2
j i6 (1413 20 1398 87 21 57,0 112,81 38 1243 77 41 52,7 (11,85 43 11,77 73 43 43,1
k 16 11,23 29 11,04 68 29 99 10,18 50 9,78 61 53 15,7 7,75 59 7,71 47 59 6,7
1 6 529 23 5,23 87 24 68,9 480 36 461 77 40 55,1 4,58 41 455 16 42 55,4
m 6 $32 24 5,23 87 26 69,5 481 38 455 176 43 53,8 466 41 4,62 717 42 56,5
n 12 [ 10,53 22 . 1040 86 23 61,0 9,63 36 9,27 77 40 51,6 8,58 47 8,48 70 48 446
o 20 {1695 24 16,88 83 27| 48,2 11561 39 15,17 75 42 459 (14,00 48 1392 69 48 40,3
p 6 440 31 435 73 32 32,6 3,38 43 295 50 57 7,9 3,31 45 3,25 55 47 11,5
q 12 8,85 29 8,73 71 31 24,7 7,17 39 6,52 53 47 54 6,26 54 6,19 50 §5 6,9
T 14 8,60 39 847 61 41 11,5 6,54 46 5,98 43 53 1,8 5,76 55 §,72 41 56 2,4
s 20 (14,71 27 1449 72 29 19,2 | 13,10 35 12,15 60 42 5,8 110,70 54 10,62 52 55 6,6
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4. tibldzat. A 14 éves tanulSk teljesitményei a , KOMBINALAS" teszteken (541 tanuls)

A teljesitmények jellemzdi

A Manipulativ Szenzoros Formailis

fela-| T

dat | Xmax Hibit- Hibit- Hibat-

jele J6 konst- A megoldis lan J4 konst- A megoldis lan J6 konst- A megoldés lan

rukciék mindsége megold. | rukciék mindsége megold)]  rukciék mindsége megold.
. arinya ardnya arinya
X C;:" J-T 1003 C;:’ J%l X C;:" J+T 1003 C,;:J J; x c;:" J+T 100]J C;,:’ J;Bl

a 3 2,90 14 2,29 78 27 37,0 2,64 30 1,18 39 114 29,1 2,70 29 2,10 171 38 28,8
b 4 3,61 23 2,39 59 52 29,7 3,27 40 2,35 59 60 350 | 3,24 40 1,57 39 97 19,1
c ) 401 3 2,40 48 75 22,79 3,84 42 2,52 49 78 30,0 | 3,55 51 1,65 33 130 176
d 6 5,26 22 425 70 41 425 495 32 384 64 50 314 ) 494 37 3,53 58 54 28,7
e 10 7,09 35 588 58 49 123 7,53 34 6,50 65 42 11,7 | 6,19 59 427 43 77 7,8
f 10 847 21 7,21 72 38 34,1 8,36 26 7,24 72 37 2451 1,76 41 5,69 57 58 229
g 3 2,88 14 1,56 52 91 46,2 2,88 18 264 88 35 851 2,46 46 1,24 41 112 353
h 6 512 26 425 170 46 451 §44 23 5,23 87 28 70,2 | 503 36 2,60 43 98 276
i 10 8,20 25 7,26 72 40 379 843 26 791 719 31 354 | 797 39 501 S0 72 25,0
j 10 6,50 35 529 52 53 10,7 6,73 37 6,17 61 42 68 | 5,80 53 3,60 36 80 6,0
k 15 772 47 6,26 41 60 1,7 777 48 701 46 52 24 | 540 70 422 28 15 1,0
1 3 2,68 28 2,67 89 28 78,7 2,58 35 2,45 82 41 72,0 | 2,55 35 2,54 85 36 743
m 6 5,05 27 500 83 28 56,2 453 42 434 73 46 448 | 447 38 445 74 38 40,3
n 12 8,34 37 8,17 67 38 16,8 7,24 52 6,89 57 54 13,8 | 6,22 57 6,20 51 57 8,8
0 10 696 36 6,81 68 37 148 6,27 49 592 59 52 13,8 | 5,61 51 559 56 51 8,4
P 3 1,82 56 1,58 51 67 324 2,62 34 2,53 84 37 76,9 1,68 58 1,36 44 71 18,2
q 7 3,25 86 2,73 38 106 248 568 33 548 79 38 440 | 340 TN 2,28 33 111 130
r 15 592 99 527 34 112 68 (10,23 38 9,72 65 43 143 | 558 90 445 29 101 40




kombinativ képesség struktirdjanak feltirdsdra irinyulé munkénk illusztrdldsaként olyan 6sszefilggése-
ket emeliink ki, amelyck médr a bemutatott egyszerdi statisztikai adatok éltal is sejtetik a kombinativ
miiveletek rendszerénck felépitését, és lehetGvé teszik néhdny hipotézis megfogalmazasat. Majd a 14
éves korra clért fejlGdési szint alapjan az iskolai fejlesztés lehetGségeit, feladatait elemezziik.

A ,VARIALAS” teszteken elért teljesitmények dltaldban magasabbak a , KOM-
BINALAS” tesztek teljesitményeinél. Kivételt képez az ismétléses permutdciok feladat-
csoportja, amely mind a jé konstrukciok magas szdmdval, mind pedig az ismétl6d6 konst-
rukcidk alacsony szdmadval ,kilog” a ,, KOMBINALAS” teszt tobbi feladata koziil. Ez
az ismétléses permutdciéknak a ,VARIALAS” feladataival vald kozelebbi rokon-
sdgdra utal.

Ugy tiinik, hogy a ,,KOMBINALAS” teszt mdsik hirom feladatcsoportja, amelyeket
.,a konstrukcidk elemeinek sorrendje nem szdmit” tulajdonsdg kapcsol Ossze, szoro-
sabban Osszetartozik, Némileg mddositja a képet a szenzoros szint, ahol az ismétlés nél-
kiili kombindcidk teljesitményei magasabbak, mint az ismétléses permutdciokéi. Es ha a
,JKOMBINALAS” o feladatit, melyben lényegében két, illetve hdrom betii helyét kell
kombinédlnunk egy 6t betlis konstrukciéban, 6sszehasonlitjuk az i és a j feladatokkal,
ahol ugyanezeket a kombinicidkat kell képezni, azt litjuk, hogy az o feladat teljesit-
ményei mindhdrom szinten az i és a j feladatok teljesitményei k6z¢é esnek.

Mindez arra utal, hogy az ismétléses permuticiék miiveleteinek a miveletek rend-
szerében elfoglalt helyét csak tovibbi elemzésekkel hatdrozhatjuk meg.

A ,VARIALAS” és a , KOMBINALAS” feladatait Gsszevetve (az emlitett kivétellel)
azt tapasztaljuk, hogy a ,,VARIALAS” feladataindl x és J - T kozétt sokkal kisebb a
kilonbség, mint a ,KOMBINALAS” feladataindl. Ez arra utal, hogy csak az elemek
sorrendjében kiilonboz6, ekvivalensnek szdmitd konstrukcidk azonositdsa okoz nehéz-
séget.

Ami az egyes szinteket illeti, néhdny kivételtdl eltekintve érvényesiil az a tendencia,
hogy manipulativ—szenzoros—formdlis sorrendben csokkennek a teljesitmények. A
kiilonbség dltaldban nem tul nagy. E jelenségbdl arra kdvetkeztethetiink, hogy a 14 éves
tanul6knal a miiveletvégzés mdr jérészt fuggetienedik a konkrét targyi cselekvéstol.

A ,,VARIALAS” tesztek feladatai koziil a Descartes-féle szorzatok és az ismétléses
varidcidk képzése koriilbeliil egyforma nehézségiinek bizonyult. Manipulativ és formalis
szintre érvényes, hogy az osszehasonlithatd a feladatok teljesitményei alacsonyabbak ag
feladatok teljesitményeinél, viszont az f és a k feladatok esetében épp forditott ahelyzet. Az
ismétlés nélkili varidciok, illetve az Gsszes ismétléses varidcio képzésénél fokozatosan gyen-
giil6 teljesitményeket tapasztalunk.

Ami a ,KOMBINALAS” tesztek feladatait illeti, sokkal bonyolultabb kép dll
el6ttiink. Itt mdar kevésbé érvényesiilnek egyértelmid tendencidk. Az ismétléses és az
ismétlés nélkili kombindciok képzését Osszehasonlitva azt tapasztaljuk, hogy a négy
egymdsnak megfeleltethets feladatpir (a—g, d—h, f—i, e—j) kozil az egyszer(ibb felada-
tokndl a teljesitmények nagyjabdl kiegyenlitettek, illetve talin kissé jobbak az ismétlés
nélkili kombindciok esetében. A bonyolultabb feladatokndl (f—i, e—j) viszont minden
adat egyértelmlien az ismétléses kombindciok magasabb teljesitményeit titkkrozi. Erdekes
az ismétlés nélkili kombindcidk és a részhalmazok képzésének a szenzoros szinten ki-
ugréan magas eredménye, ami ellentétes az dltaldnos tendencidkkal. Az okok feltdrdsa
itt is tovabbi elemzést igényel.
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Ezek utan vizsgdljuk meg azt a kérdést, hogy egy kombinativ miivelet eredményes-
ségét a feladat melyik mennyiségi jellemz&je befolydsolja leginkdbb. E kérdést a telje-
sitmények jellemz6i alapjdn mdr egyértelmien megvilaszolhatjuk: a miivelet mikodését
dont8 mértékben az hatdrozza meg, hogy hiny elembdl dll6 konstrukcickat kell létre-
hozni.. S6t, ezen tilmenden megfogalmazhatjuk azt a hipotézist is, hogy elSszor a két
elembél 4116 konstrukcidk, a parok képzésére alakulnak ki a miveletek, a tobbelemes
konstrukcidra valé dltaldnositds pedig mindségi ugrast, a fejlodés wjabb szintjét jelenti.
A hidrom- és négyelemi konstrukcidkat feltételezd feladatokndl — egy kivétellel — a
teljesitmények adatai ugrdsszerlien csokkennek.

Kilonosen élesen mutatkozik ez meg a ,,VARIALAS” d feladatdnil, ahol mind az e,
mind az f feladat tobb konstrukciét dllit elG, mint a d; az i feladatban, ahol a h-ndl
eggyel tobb konstrukciot kell képezni és a kiindulé elemek szdma is nagyobb; és ugyan-
igy feltind a killonbség a j és a k feladatokat Osszehasonlitva is. A ,,KOMBINALAS”
teszt d feladatdnak eredményei ugyancsak sokkal jobbak a b és a c-iéinél, az f ered- -
ményei az e-nél, az i eredményei a j-nél. A szenzoros szint i és j feladatdt kiilon is
érdemes Osszehasonlitani, ugyanis mindkét feladathoz ugyanazt az dbrdt (5. dbrdt) hasz-
ndltuk. Az i feladat megold4saval a tanuldk elvileg a j feladatot is megoldottak — vagyis
két gyimoles bekeretezésével 1ényegében madr kivilasztottdk a hdrom be nem keretezett
gyiimélcsot is —, mégis a j feladatndl a megoldds josdga 79%-rdl 61%-ra, a hibdtlan
megolddsok ardnya pedig 35,4%-161 6,8%-ra csokkent.

Az egyetlen kivétel, ahol a 3 elemii konstrukciokndl kismértékd kb. 1%-os javuldst
tapasztalunk a 2 elemi konstrukciékhoz képest, az a ,,VARIALAS” 1 és m feladat-
parja (itt is csak manipulativ és formdlis szinten). A kilonbséget magyardzhatjuk puszta
véletlennel, az 1 feladat megolddsa sordn bekovetkezett tanuldssal, vagy esetleg, mivel az
m feladat permuticick képzését jelenti, annak képzésének sajitossigaival.

A megfogalmazott néhiny észrevétel az anyagban rejlé tovdbbi elemzési lehetd-
ségekre vet fényt. A kombinativ miiveletek struktirdjdnak részletes elemzését folyamat-
ban levé szdmitdsaink, a megolddsmenetek részletes elemzése, a korreldcids egyiitt-
haték kiszdmitdsa, a sokvdltozds regressziGanalizis, a faktoranalizis, a clusteranalizis
segitségével végezziik el. E szdmitdsok nem csupdn a kombinativ miiveletek bels6 Ossze-
fuggéseinek feltdrdsara alkalmasak, hanem a rendszerezési, valamint a logikai muveletek-
kel val6 kapcsolat és néhdny kilsG tényezd (szocidlis héattér) hatdsainak vizsgdlatdra is.

Az adatokbél kibontakozo helyzetkép értékeléséhez szdmitdsba kell venniink azt a
tényt, hogy az éltaldnos iskoldbdl kilépd tanulék tobbsége szimdra lezdrul az altala-
nos képzés szakasza, mivel az dltaldnos képességek és a gondolkodds miiveleti képes-
ségeinek fejlesztésére a szakmai képzés keretei az dltaldnos iskoldndl kevesebb lehets-
séget nyujtanak. igy tehdt a tanulék egy részénél a kombinativ miiveletek rendszere
csonka marad.

A ,VARIALAS” tesztek feladatainak eredményei azt tikrozik, hogy a megfelels
miiveletek pirok képzésére kialakultak, a fejl6dés a tanulk tobbségénél lezdrult. Erre
utalnak a megolddsok jésdgdnak magas mutatéi. Ezek manipulativ szinten a leg-
magasabbak, 96% az ismétléses varidciok képzésének elsd feladatdndl (g feladat). Ezt
kovetik az i (92%), valamint Descartes-féle szorzatok képzésének b (92%), a (91%),
c(89%) és e (89%) feladatai, majd néhdny ugyancsak 80% folotti eredmény. A
viszonylag alacsony, 20% korili varidcids koefficiens értékek is arra utalnak, hogy itt

mdr csaknem lezdrult a fejlédés.
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Manipulativ szinten még viszonylag kicsi a kiilonbség a két és a hdrom elemi konst-
rukcidk képzése kozott, azonban szenzoros szinten mdr jelentGssé valik, kilondsen
a hibdtlan megoldisok ardnydnak tekintetében. A két elembdl kiinduld ismétléses
varidcik esetében (h feladat) példdul a hibdtlan megolddsok ardnya 44,6%, a
Descartes-féle szorzatok képzésének megfelelé feladatndl (d feladat) pedig 37,1%.
Ezen a ponton a fejl6dés teljessé tétele, a mennyiségi dltaldnositds valészindleg kis
eréfeszitéssel megoldhaté lenne.

A hdrom elemi konstrukciék képzése sorin felmerilé problémdk valdszin{ileg nem
csupdn a kombinativ képességre jellemz&ek, hanem dltaliban a gondolkoddsra: a gon-
dolkodds néha megrekedhet a kétvdltozos Osszefiiggéseknél. Azoknak a struktirdknak
a tobbsége, amelyekkel az iskolai oktatds sordn a tanulék szembesiilnek, kétdimen-
ziés. Dlyenek a biner reldcick, a kétvaltozds fiiggvények, a grafikonok, a tdbldzatok.
Még a valéjdban tdbbdimenzids Gsszefiiggéseket is tobbnyire kétviltozdsokra lebontva
kozelitjik meg. (Igy pl. a 3. & 4. tiblizatunkban az adathalmazok bemutatdsat,
amelyek lényegében hiromdimenziés tombok, kétdimenziés mdtrixok egymds mellé
helyezésével oldottuk meg.) Ez természetesen elSsegiti a problémdk analizisét, ha a
lebontds a teljes rendszert magdban foglalja, és ha kifejlddnek a részleteknek a sok-
dimenziés Osszefiiggésrendszerbe vald visszahelyezésének, Osszerakdsianak képességei is.
Ezek pedig lényegében nem mdsok, mint a megfelelé kombinativ miveletek.

Elfogadhatéan jok a teljesitmények a ,,VARIALAS” tesztek utolsé feladatcsoport-
jandl, az Osszes ismétléses varidcié képzésénél is.

A ,KOMBINALAS” tesztek feladatainak teljesitményszintjei alacsonyabbak az
eldzdekben targyalt feladatok teljesitményeinél. Az x és a megfelelé J+ T adatokat
Osszehasonlitva az is kiderill, hogy a kiilonbségek nagy részét a sziikségesnél tobb
ismétlddé konstrukcié felirdsa okozza, vagyis az ekvivalencia-kritérium fel nem
ismerése. Példdul a manipulativ tesztek tiz konstrukciét elGdllité feladatainak x
értékeibdl kozvetleniil is leolvashaté, hogy a tanuldk az Osszes kiilonb6zS konstruk-
ciénak dtlagosan 65—80%-it (e: 70,9%, f: 84,7%, i: 82,0%, j: 65,0%, o: 69,6%) el-
készitették, és ez nem rosszabb a ,,VARIALAS” tesztek megfelels értékeinél. A
hibitlan megolddsok 25—45%-os ardnya viszont sokkal kisebb a ,VARIALAS”
teszten tapasztaltndl. Mindez arra utal, hogy a tanuldk tobbségénél nem alakulnak ki
a kombindcidk képzésének specidlis miveleti sémdi, a konstrukcidkat véletlenszertien,
vagy a vardciék képzésének analégidjara hozzdk létre. A fejlesztésnek tehdt itt
kiemelkeds jelentSsége van, és elsGsorban a kombindciok képzésének eltérS vondsaira
kell 6sszpontositani. ’ '

A variiciés koefficiensek magas értékei a ,,KOMBINALAS” tesztek feladataindl jel-
zik, hogy itt a teljesitmények erfsen széthuzott skéldjdval van dolgunk. Nem arrdl
van tehdt sz6, hogy e korosztily tagjai egységesen a fejlédés kozepes fokdn dllnak,
hanem rendkivill heterogén fejlettségliek.

Ezzel kapcsolatban utalnunk kell azokra a killonbségekre, amelyek Piaget ered-
ményeivel szemben mutatkoztak. Egyik megjegyzésink az, hogy a muveletek fejlett-
sége szempontjdbdl a vizsgdlt Korosztdly sokkal heterogénebb képet mutat anndl, sem-
hogy a fejlettséget az életkori periddusokkal jellemezhetnénk. Mdsik észrevételiink az,
hogy Piaget csak a parok képzését vizsgilta (példdul a ,,KOMBINALAS” teszt d, f,
g h, k, q feladatainak megfelelG eseteket), igy ezek alapjan sokkal kedvezdbb képet
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kapott, mintha a tobbelemi konstrukcidk elédllitdsdt is magdban foglalé teljes rend-
szert tanulmdnyozta volna.

A kombinativ képesség miiveleteinek kifejlesztése természetesen akkor lehet opti-
malis, ha az egész ltaldnos iskola, s6t mdr az 6vodai korszak is dtfogd fejlesztési
program alapjdn tSrténik. Mdr 6vodds korban meg lehet kezdeni a pdrok képzésének
miiveleteit fejleszté jdtékokat. gyakorlatokat. Az iskoldban a fejlesztés nem korla-
tozédhat a matematika tanitdsira. A matematikatanitds feladata az, hogy kialakitsa a
kombinativ miiveleteket, nyomon kovesse és irdnyitsa fejlédésiiket, megtanitsa a
mennyiségi dltaldnositdsokat, elvezessen a tevékenységek szabdlyainak felismeréséhez,
majd késébb a matematikai Osszefiiggések megfogalmazdsihoz.

Az egész gondolkoddst dathatd miiveleti rendszer azonban csak akkor épil ki, ha
minden tantdrgyban feltdrjuk a benniik rejlé kombinatorikai struktirdkat, és a tan-
tirgy tartalmdnak megtanitdsa mellett egyben gondot forditunk azok fejlesztésére is.
Hogy itt pontosan mire gondolunk, azt két példaval illusztraljuk.

A ,VARIALAS” teszt b feladatiban egy hdrom- és egy kétértelmii halmaz
Descartes-féle szorzatdt kell képezni. A nyelvtanban megjelenik ugyanez a miivelet,
amikor a személyes névmdsokat soroljuk fel. Itt a két dsszeszorzandé halmaz a szdm:
[egyes, tobbes] és a személy: [els6, mdsodik, harmadik].

A szorzathalmaz megfelel6 elemeihez rendeljilk a névmdsokat: az egyes. szdmels
személy = én stb. E séma alapjin soroljuk fel a birtokos (enyém, tied,...) és a
visszahaté (engem, téged,...) névmasokat. Ha az igeragozdsra térink at, ott is e
séma mikodik, de mdr lehetSségiink van a harmadik dimenziéba valé kilépésre, ha
bekapcsoljuk az igeidSket is: [mult, jelen, jov6]. A megfelel6 igeragozdsi esetek fel-
soroldsdt szinte minden tanuld elsajtitja. Ha az igy el6dllé hdromdimenzids tomb
,matematikai” természetének tanulmdnyozdsira is gondot forditunk, akkor nem
csupan a nyelvtant tanitjuk eredményesebben, hanem a sokat emlegetett gondol-
koddsi képességeket is fejlesztjiilk. Mar néhdny egyszerii gyakorlat is sokat segitene,
példaul az emlitett hiromdimenziés tomb tobbféle ,bejardsa”. (Példdul: soroljuk fel
az igeragozds megfelel6 eseteit a megkezdett sort folytatva: irtam, irok, irni fogok,
irtunk, . ..) Mdsik példdnkat vegyik az ugyancsak kimerithetetlen fejlesztési lehets-
ségeket kindlé természettudomdnyok teriiletérél, Amikor a kémiai reakcidk tdrgyaldsa
sordn a halmazillapot szerepérdl esik szé, mindjart kitérhetiink két reagdlé anyag hal-
mazdllapotok szerinti Osszes lehet&ségének szambavételére. Itt a [szildrd, folyékony,
légnemii] halmaz kételem( ismétléses kombindcidit kell képezniink (,,KOMBINALAS”
teszt d feladat), melyek a kovetkezdk: szilird—szildrd, szilird—folyékony, szilird—gdz,
folyékony—folyékony, folyékony—gdz, giz—giz. Ha ebbél a teljességbdl emeljik ki a
szilird—szilard esetet, és elmagyardzzuk, miért nem jon itt kozvetlentl létre reakcid,
mdr a kémiai probléma alaposabb megértéséhez is adtunk valami tobbletet.

A miiveleti képességek struktirdjanak, fejlédési folyamatdnak feltdrdsdra irdnyuld
munkdnk elsé szakaszdban az alapvetS, dltalinos Osszefiiggések megragaddsdra torek-
szink. E munka sordn szdmos, tovdbbi vizsgdléddsra érdemes probléma keriil fel-
szinre. A részletek felderitésén tul azonban kutatisunk kovetkezd periédusdban a fej-
lesztés lehetSségeinek szdmbavételét, programjdnak, eszkdzrendszerének kidolgozdsdt
tlzzik ki célul,
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